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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه    رياضي مهندسي

  98ـ دكتري مهندسي برق ـ الكترونيك آزمون سؤالات   
 

 1اگر ـu(x,t) جواب مسئله موج زير باشد، مقدار تقريبيu( / , / )4 1 3 كدام است؟ 
1 (/1 24  
2 (/1 79  
3 (/1 96  
4 (/2 15  

tt xx

t

u u , x ,t
u(x, ) x
u (x , ) x , x
u( ,t) u( ,t) , t

    
  


  
   

9 2
2 1

2
2

  

 

    
 2فرض كنيد ـz x iy  باشد. مقدار ماكزيمم| sin z Dدر دامنه مربعي شكل | {(x,y), x,y }   2 كدام است؟  

1 (1  2 (e 2  3 (sinh 2  4 (cosh 2  

 3جواب مسئله پواسن زير كدام است؟ ـ  

1 (n

n
(r, ) r sin n




   

1
3  

2 ((r, ) r sin r sin    31 1
2 8  

3 (n n

n
(r, ) (r r )sin n





    

1
3  

4 ((r, ) ( r )sin r sin     31 11 32 8  

sin , r ,
r rr r r

, r(r , )

( , ) sin ,

     
        

 



  


       



2 2
2 2 2 2

1 1 2 2

2

2 3 2

 

 



  

 4ريه تابعانتگرال فو ـ| sin x |,| x |
f (x)

,| x |
 

   
  كدام است؟ 

1 (cos( ) cos( x)d
  

 
  2
1 1

1
  

3 (cos( ) cos( x)d
  

 
  2
2 1

1
  

2 (cos( ) cos( x)d
  

  
  2
1 1

1
  

4 (cos( ) cos( x)d
  

  
  2
2 1

1
  

 5اگر ـC دايره فوقانيمرز نيم| z | r ثبت ودر جهت م
iz

C
eI(r) dz
z

  ،باشد
r
lim I(r)


  كدام است؟ 
1 (  2 (1  3 (  4 (  
 6مسئله گرماي زير را در نظر بگيريد، اگر ـv(x,s) تبديل لاپلاسu(x,t) باشد، آنگاهv(x,s) كند؟در كدام معادله صدق مي  

 

 
  

t xx
x

u (x,t) u (x,t) u(x,t) , x ,t

u(x, ) e , x
u( ,t) , t



   
   
  

4 3

 
1 (xv (x,s) ( s)v(x,s) e   4 3  2 (xv (x,s) ( s )v(x,s) e   4 3  
3 (xv (x,s) (s )v(x,s) se   4 3  4 (xv (x,s) ( s)v(x,s) se   3 4  
 7ل جزئي ناهمگن زير با تغيير متغيرمعادله ديفرانسي ـu(x,t) v(x,t) r(x)  شـود. به يك معادله همگن با شرايط مرزي همگن تبديل ميv(x, ) 

  كدام است؟
1 (x x x   3 27 1 5 26 2 3  2 (x x x   3 27 1 5 26 2 3  xx tu u x , x , t

u( ,t) ,u( ,t) ,t

u(x, ) x , x

      


   


   
3

1 2
3 2 1
1 2

 
 

 

  
3 (x x x   3 27 1 5 36 2 3  4 (x x x   3 27 1 5 36 2 3  

 8اگر ـv(x,y) مزدوج همساز تابعu(x,y) (x y ) x y   2 2 2 2 21 )vبا شرط 4 , )    باشد، مقدارv( , )1   كدام است؟ 1
1 (1  2 (1  3 (4  4 (4  
 9اگر ـsF {f (x)} f (x)sin xdx


  تبديل فوريه سينوسي تابعf (x) باشد، تبديل فوريه سينوسي تابعxf (x)

x


2 4
 كدام است؟ 

1 (e  2
2  2 (e  2

2  3 (e  2  4 (e 2  
 



  

502 
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 10دامنه سينوسي تابعسري نيم ـf (x) x( x)   در فاصلهx   كدام است؟  

1 (
m

sin( m )x
( m )






  4 2 12 1
  2 (

m
sin( m )x

( m )






 
 3

8 2 1
2 1

  

3 (
m

sin mx
m



 
1

2 2    4 (
m

sin mx
m



 
 3

1

1 2    

 11اگر ـi xF( ,t) f (x,t)e dx
  


   تبديل فوريهf (x) باشد، تبديل فوريه جواب مسئله زير كدام است؟  

t xxu a u f (x,t) , t , x
u(x, ) , x

    


 

2  
    

1 (t a (t )F( , )e d   
2 2


  2 (t a (t )F( , )e d    

2 2


  3 (a (t )F( , )e d

     
2 2


  4 (a (t )F( , )e d

   


  
2 2  

 12فرض كنيد تابع تحليلي ـf :   براي هرz در نامساوي| f (z) z iz |  22 صورت مقدارصدق كند. در اين 2
|z|

f dz
z



 
 
 

1

1 كدام است؟  

1 (i2  2 (i 2  3 (2  4 ( 2  
 13تصوير خط راست ـx y 2 3 wتحت نگاشت 5 u iv

z
  

  ، كدام است؟1

1 ((u ) (v )   2 21 3 13
5 1 1 

    2 ((u ) (v )   2 21 3 13
5 1 1 

    

3 ((u ) (v )   2 21 3 13
5 1 1 

    4 ((u ) (v )   2 21 3 13
5 1 1 

  

 14فرم كلي جواب مسئله موج زير كدام است؟ ـ  
|x y|

tt

t

te xu (x,y,t) u(x,y,t) , y , t
x

x y x , y
u(x,y, )

u (x,y, ) , x ,y
u( ,y,t) , y

         
 

      
  
 
   
  

2 19
1

1 2 2

  







   
  

IÀI]oÄIw

  
1 (i yu(x, y, t) (A cos t B sin t C t D )e sin( x)dxdy

 
   

       
1 3 3


  

2 (i yu(x, y, t) (A cos t B sin t C t D )e sin( x)dxdy
   

       
2 1
2 3 3


  

3 (i yu(x, y, t) (A cos t B sin t C t D )e sin( x)dxdy
  

           3 3
 

  

4 (i yu(x, y, t) (A cos t B sin t C t D )e sin( x)dxdy
  

   
        3 3


  

 15اگر ـy(x) جواب معادله ديفرانسيل| x |
y y y

| x |
     

1 14 3 1
با شرط 

x x
lim y(x) lim y (x)
 

   باشد، تبديل فوريهy(x) كدام است؟  

i(راهنمايي: xF{y(x)} y(x)e dx
  


 (  

1 (sin
i


  2
2

4 3
  2 (sin

i


  2 4 3
  3 (sin

( i )
 

   2
2

4 3
  4 (sin

( i )


   2
2

4 3
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه    رياضي مهندسي

   98ـ دكتري  مهندسي برق ـ الكترونيكآزمون پاسخنامه       
  

اي بر روي آن تمركز ويژه هاي آزمايشيهاي كارشناسي ارشد و دكتري كه هم در كتاب و هم در آزموناز سؤالات بسيار پرتكرار در آزمون  »2«ـ گزينه 1
 گيريم:ايم. از روش جبري كمك ميداشته

  * * * *u(x , t) [f (x ct) f (x ct)] [G (x ct) G (x ct)]
c

       
1 1
2 2   

cكه در اين سؤال  3،x / 4 وt /1 ره تناوباست، پس دو uاست. چون هر دو شرط مرزي روي 3 2 2   :رويماست. با اين توضيحات سراغ محاسبه مي 4
* * * *u( / , / ) [f ( / / ) f ( / / )] [G ( / / ) G ( / / )]           


1 14 1 3 4 3 1 3 4 3 1 3 4 3 1 3 4 3 1 32 2 3       

* * * *[f ( / ) f ( / )] [G ( / ) G ( / )]     
1 14 3 3 5 4 3 3 52 2   

4/دقت كنيد مقادير داخل پرانتزها يعني دو عدد 3/و 3 ]يخارج از بازه 5 , ]2 ها را درون بازه بياوريم! هستند، پس بايد با استفاده از دوره تناوب آن  
4/ي يك دوره تناوب ازاگر به اندازه /كم كنيم، به عدد 3 3 و اگر به اندازه يك دوره تناوب به/3 /كنيم، به عدد اضافه 5 5 رسيم، پس داريم:مي  

* * * *u( / , / ) [f ( / ) f ( / )] [G ( / ) G ( / )]   
1 14 1 3 3 5 3 52 6       

fكه معلوم است، fيضابطه x 2 g(x)گيري ازهم با انتگرال Gيضابطه .1 x آيد:مي دستبه  x xG(x) g(x)dx 
2

2
   

  پس داريم:
( ) ( )

u( / , / ) [ / / ] [ ] [ / ] [ ] / [ ]
 

            

2 23 1 9 1
1 1 1 1 1 9 251 2 1 44 1 3 2 3 1 2 5 1 1 6 2 1 82 6 2 2 2 6 2 12 1

    
 

   

/ [ ] /    
1 16 11 8 1 812 1 75 

   
  شود.مي 79/1كه تقريباً برابر با 

  هم نداشتيم.  G*و f*نفسه سؤال راحتي از اين نوع سؤالات بود، چون به روش جبري حتي نياز به استفاده از گسترش توابعسؤال فيتوضيح: 
  اما محاسبات اعشاري آن كمي جالب نبود!

 

|بخش توابع هذلولي مختلط ثابت كرديم كه رياضي مهندسي مدرسان شريف، كتابمتن در مثال   »4«ـ گزينه 2 sinz sinبرابر با | x sinh y2 است.  2
 ي زير حساب كنيد:را از رابطه sinzتوانيد اندازهمي

  sinz sinxcoshy icosxcoshy    
|پس sinz sinhتر يا مساويقطعاً بزرگ | y ِاست؛ چون حداقلsin x2 توان نوشت:ر است، از طرفي ميصف   

| sinz | cos x cosh y cosh y cos x     2 2 2 21 1   
cosچون حداقلِ x2 صفر است، پس حداكثرsin z هم برابر باcosh y است. ماكزيممcosh y  در ناحيه مشخص شده

coshبرابر با 2 ياست. در واقع ماكزيمم روي مرز و در نقطه(x , y) ( , )
 22 افتد. البته در صورت تسلط بر اتفاق مي

x)يتوان با توجه به شكل مقابل گفت؛ ماكزيمم در نقطهروي اصل ماكزيمم و كمي تجربه به راحتي مي , y) ( , )
 22 

Maxبه وضوح sinzيتوجه به رابطه دهد و بارخ مي | sinz | cosh 2 .است  
  

rدر ابتدا طرفين معادله را در  »4«ـ گزينه 3  كنيم: ضرب مي 2

  r r sin (I)
rr

    
   

 

2 2
2

2 2    

,r)  كنيم:  استفاده مي مقابلير متغير اكنون براي حل معادله بالا از تغي ) W(r, ) f ( ) (II)        
  خواهيم داشت:  (I)در رابطه (II)با جايگذاري رابطه

  rr r
rr r

r W rW Wr (W ) r(W ) W f ( ) sin
f ( ) sin




          
   

22    

,W(r  همچنين با توجه به شرايط اوليه و بررسي و تغيير متغير داريم:  ) f ( ) W(r, ) f ( )            
  W( , ) f ( ) sin    2 3     

f  پس داريم:  ( ) sin f ( ) sin C C           1 2   

y


2

2


2 
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,r)مرتب هايچون زوج ) و(r, n )  2 كنند، براي اين كهيك نقطه را در صفحه مشخص مي(r, )  بايد داشته باشيم: ،تابع باشد   
  (r, ) (r, n )      2   

نيز بايد همين شـرايط را   fتناوبي است خود نسبت به Wاست. با توجه به اينكه fو Wجمعخود حاصلتناوبي باشد. بايد نسبت بهپس يعني
  داشته باشد. 

f ( ) f ( n ) sin C C sin( n ) C ( n ) C
sin C C sin C ( n ) C C

               

           
1 2 1 2

1 2 1 2 1

2 2 2
2 

  

  f ( ) sin C     2      
fاز طرفي داريم ( )  پسC 2پس تابعخواهد بود .f ( ) sin    آيد. اكنون به سراغ حل معادله مربوط بهدست ميبهW رويم: مي  

  

rr rW W W
r r

W(r, )
W( , ) sin f ( ) sin ( sin ) sin sin


   
 
           


2
1 1

2 3 3 3



        

)معادله لاپلاس روي يك ديسك r )      2   مهندسي مدرسان شريف مطرح شده است):   باشد: (در متن كتاب رياضيداراي جوابي به صورت زير مي «2

  n
n n

n
W(r, ) A r (A cosn B sinn )




    

1
   

,W(rشرط )  كنـد كـه در رابطـه بـالا    ايجاب ميnA    ازايباشـد (بـهn , , , ,.... 12 )W). همچنـين مطـابق بـا شـرط    3 , ) sin sin    2 3 ،

Bضرايب 1
1
Bو 2 3

1
,W(r  آيند؛ پس داريم: دست ميها برابر صفر بهBو بقيه 8 ) r sin r sin   31 1 32 8   

,r)  آيد و در نهايت: دست ميبه ) rsin r sin sin ( r )sin r sin         3 31 1 1 13 1 32 8 2 8   
sinرو قرار بديم بايد به 2عدد  rبا توجه به شرايط مرزي اگه به جايروش رد گزينه :  3 ) كنه!!) تو اين شرايط صدق مي4برسيم، به وضوح فقط گزينه  

  

  بايد مورد استفاده قرار بگيرد: يكسينوسكه تابع زوج است، پس تبديل فوريه  با توجه به اين سؤال بسيار پرتكرار و نسبتاً ساده است.  »3«ـ گزينه 4

cI F ( ) | sinx | cos xdx sin x cos xdx
 

       
   

  جزء داريم:گيري جزءبهبا استفاده از روش انتگرال
  

   گيريم:ي سوم انتگرال ميشود، لذا در مرحلهچون مشتق صفر نمي

c
cos cos xI [cosxcos x] [ sinxsin x] I ( ) I cos I F ( ) f (x) cos xd

     
                   

 2 2
2 2

1 2 11 1
1 1  

  
  

گيريم. دقت كنيد طبق توضيحات كتاب رياضي مهندسي مدرسان شريف، چون حول مانده يك گردش كامل ها كمك مياندهاز قضيه م  »1«ـ گزينه 5
  ضرب شود.  iبايد حاصل انتگرال درi2نداريم و نصف يك دور كامل داريم، به جاي

  
iz iz

z
z

e eI(r) i Res i[ ] i
z 


     1 


   

|كه I(r) |  چون3شود. اما عجله نكنيد! براي انتخاب گزينه (مي ،(r  داده شده و منحنيC به صورت| z |  نهايت هم است، يعني مانده در بي
است و لذا حاصل  -1نهايت برابر با ها در نقاط تكين است، يعني مانده در بيي مجموع ماندهنهايت قرينهيدانيم مقدار مانده در ببايد حساب شود. مي

  انتگرال صفر است.
  

  داريم: اي است! طراح خودش به وضوح استفاده از تبديل لاپلاس را پيشنهاد داده است. ابتدا دقت كنيد كهسؤال ساده  »1«ـ گزينه 6

tL[u (x , t)] su(x ,s) u(x , )     
u(xدر اين سؤال طراح به جاي ,s) خواسته است كهv(x ,s) :بنويسيم! اشكال ندارد فقط يك نماد است و براي ما هم فرقي ندارد. در ادامه داريم  

  xsv(x,s) u(x , ) v (x ,s) v(x ,s) v (x ,s) ( s) v(x ,s) e       4 3 4 3   
  

cos x sin x
sin x cos x

cos x sin x


  

  2

¢Tz¶ −Ho«Tº H

´ÄoÃ¬Â¶ −Ho«Tº H




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u(xيابتدا از طرفين رابطه  »2«ـ گزينه 7 , t) v(x , t) r(x)  دو بار نسبت بهx بار نسبت بهي ديگر يكو در يك مرحلهt گيريم و داريم:مشتق مي    

xx xx xx t tu v r , u (x , t) v (x , t)       

xx كنيم:جايگزين مي حالا در معادله xx tv r v (x , t) x   1  

)u  بر اساس دو شرط اوليه صورت سؤال داريم: , t) v( , t) r( ) v( , t) r( ) , u( , t) v( , t) r( ) v( , t) r( )              3 2 2 2 1 2 2   

)rهمگن شود بايد vبراي اين كه شرايط مرزي برحسب )  3 وr( )  2 د، بنابراين با دستگاه معادلات زير براي همگن شدن معادله و شرايط شو 1
  رو هستيم:مرزي آن روبه

xx x
x x xr x r x c r(x) c x c

r( ) , r( )


           

   

2 3 2
1 1 21 2 6 2

3 2 1
   

)rحالا از شرط )  3 به راحتيc2  آيد و از شرطدست ميبه 3برابر باr( )  2   :داريم 1

c ( ) c c c                
3 2

1 1 1 1
2 2 4 4 51 2 3 4 2 2 2 26 2 3 3 3   

xبنابراين داريم: xr(x) x   
3 2 5 36 2 3.  

v(xما دنبال , ) ي مقابل را داريم:هستيم. اگر دوباره به تغيير متغير صورت سؤال برگرديم، رابطه  u(x , ) v(x , ) r(x)     

x xx v(x , ) x v(x , ) x x x            
3 2

3 3 25 7 1 51 3 26 2 3 6 2 3    

u(x  ب از شرط صورت سؤال داريم:خُروش تستي:  , t) v(x , t) r(x) ( )*    
)uهاي ديگه دو شرطبا توجه به داده , t)  3 وu( , t)  2   گيريم:داريم، پس از اين دو شرط فعلاً كمك مي 1

u( , t) v( , t) r( ) v( , t) r( )
u( , t) v( , t) r( ) v( , t) r( )

    
      

3
2 2 2 1 2 2
       

)vي همگن با شرايط مرزي همگن باشه، پس بايديك معادله vچون قراره معادله برحسب , t) v( , t) 2  باشه، بنابراينr( )  3 وr( )  2 1 
v(xاي كه تا اينجا داريم. دنبالنتيجه , ) يهستيم؛ در رابطه(   ديم:ها صفر قرار ميtبه جاي *(

u(x , ) v(x , ) r(x) v(x , ) u(x , ) r(x) v(x , ) x r(x)        31       
)r  ها عدد صفر رو قرار بديم، داريم:xي فوق به جاياگه در طرفين رابطه )v( , ) r( ) v( , )     31 2        

  !) ميپرن4) و (3هاي () ميشه، پس تا اينجا گزينه2هاي اونا صفر قرار بديم، مقدارشون برابر منفي (xه به جاي) هستن كه اگ2) و (1هاي (ها فقط گزينهتو گزينه
)r) از شرط2) و (1هاي (حالا براي انتخاب از بين گزينه )  2 )v  گيريم:كمك مي 1 , ) r( ) v( , ) ( )         32 1 2 2 2 1 8 1 6    

  ) داريم:2قرار بديم، مثلاً تو گزينه ( 2عدد  x) تو يكي به جاي2) و (1هاي (ز بين گزينهكافيه ا

v( , ) ( ) ( )     
               3 27 1 5 7 4 1 28 6 1 6 182 2 2 2 2 2 2 66 2 3 3 3 3 3

    

نميشه! (اگه اين كارو هم ميكردين باز هم  -6ا رو قرار بدين و ببينين كه برابر ب 2، عدد x) به جاي1. ميتونين تو گزينه (پس همين گزينه جوابه 
  )، به جواب برسين فرقي نداره!)2ي گزينه (تونستين بدون محاسبهمي

  
قرار دهيم و  zها،xا، صفر و به جايهyاز سؤالات تكراري كه چند بار تاكنون عين آن طرح شده است! يك روش اين است كه به جاي  »3«ـ گزينه 8

fيمستقيم به ضابطه (z) :برسيم و روش ديگر مبتني بر فرمول زير است  

)dxعبارتي كه از حذف توابع شاملy  يضابطهدرu
y



uvشودحاصل مي  dy (
x


 
     

y xy xyv [ (x y )( x) xy ]dy ( )dx x y x xy c x y xy c               
3 3 3

2 2 2 3 38 122 1 2 8 4 4 4 4 43 3 3   
v( , )v(x , y) xy(x y ) c c v(x , y) xy(x y ) v( , )            2 2 2 24 1 4 1 1 1 4      
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







 I cos(n ) cos(n )
n n n


      
 

2 3 3
2 4 4

 برسيم. vو بعد از آن به zتوانيم از فرمول مقابل بهرا داريم مي uوقتيروش ديگر: 

  f (z) u(z , ) iv(z , )     
u(xيدر ضابطه , y) به جاي تمامxهاz و به جاي تمامyدهيم:ها صفر قرار مي  f (z) (z ) iv(z , )  2 21    

)vبا توجه به اين كه , )   ، پسf ( ) 1 يو با توجه به ضابطهu ًقطعاv(z , )   خواهد بود، لذاf (z) (z ) 2   جا داريم:. از اين21

f (z) (z ) (x y i xy) u(x , y) i xy(x y ) v(x , y) xy(x y ) v( , )               2 2 2 2 2 2 2 2 21 1 2 4 1 4 1 1 1 4   
  

s  به راحتي با استفاده از فرمول داريم:  »1«ـ گزينه 9
x x sin xF ( ) sin x dx dx I

x x

 




    

  2 2
1
24 4 

 jo 
jo 

   

صورتي انتگرال را بهدقت كنيد براي اين بازه

 ر كه طوها كمك بگيريم. همانهاي حقيقي به كمك قضيه ماندهي انتگرالنوشتيم تا از روش محاسبه
  ايم، داريم: در متن كتاب رياضي مهندسي مدرسان شريف گفته

iazfهاي تابع(مجموع مانده[ (z)eهايي كه بالاي محور حقيقي قرار دارند)در قطبf (x)sinaxdx Im[ i



  2  

i z

z i

zeI Im[ i Res ]
z




  

22
1 22 4

   

zدقت كنيد كه i   ي فوقاني) است، لذا داريم:صفحهقطب ساده درون ناحيه (نيم 2
i z

z i
zeI Im[ i ] e

z


 




    2
2

1 22 2 2   
  

شريحي و روش ت ،كنيم، روش اولسؤال را به دو روش حل مي ي محاسباتي دارد.سؤال بسيار تكراري از سري فوريه است و اساساً جنبه  »2«ـ گزينه 10
  عادي حل سؤال است:

  را حساب كنيم:  nbبا توجه به اينكه سري فوريه سينوسي مدنظر است، لذا بايد

  nb x( x)sin nx dx ( x)sin(nx)dx x sin(nx)dx x sin(nx)dx x sin(nx)dx I I
    

          
       2 2

1 2
2 2 2 22

    
   

  
  گيريم:ها كمك ميدو انتگرال جزء به جزء داريم كه از روش جدول براي هر دوي آن

    

x sin nx

xcos(nx) I [ cos nx sin nx] [ cos(n )] cos n
n n n nn

sin nx
n

  
          



1 2

2

1 1 21 2 2

1




  

  داريم:  I2براي محاسبه

x sin nx

x cos(nx)
n x xI [ cos(nx) sin(nx) cos(nx)] I [( cos(n ) cos n cos( )]

n nn n n nsin(nx)
n

cos(nx)
n






          
 





2

2 2
2 22 3 3 3

2

3

12
2 2 2 2 2 2

12

1





     

nbبنابراين I I 1 nb  برابر با مقدار مقابل است:  2 I I cos n
n n

    
 

1 2 3 3
4 4   

cosزوج باشد، آنگاه nاگر n 1 و لذاnb   شود و اگرميn  يعني(فرد باشد(n m 2   آنگاه داريم:  1

  n
( )b

( m ) ( m ) ( m )


   
     3 3 3

4 1 4 8
2 1 2 1 2 1

   

  باشد. ) مي2داده شده در گزينه ( nbدست آمده همانبه nbبينيدطور كه ميهمان
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دقت كنين، چون تابع پيوسته هستش، پس قطعاً سرعت رشد ضريب از درجه يك نيست و اين روش رد گزينه: 
تونيم ) بايد يكي رو انتخاب كنيم. هم از بحث تقارن مي2) و (4هاي () غلطن. از بين گزينه3) و (1هاي (يعني گزينه

يريم و هم از روش مقدارگذاري؛ چون روش مقدارگذاري اطلاعاتي در حد دبيرستان نياز داره، براي حذف كمك بگ
  گيريم:پس از اون كمك مي

xتونيم براي مقدارگذاري مي 
 f  در نظر بگيريم:   2 ( ) ( )     

    
2

2 2 2 2 2 4   

2با فرض 1 ،f ( ) /
 2 x) غلطه، چون به ازاي4هستش، پس واضحه كه گزينه ( 52 

 2 ،sin mx sin x  2  .ميشه  
  

u(xابتدا توجه كنيد كه تبديل فوريه  »2«ـ گزينه 11 , t)را باu( , t) بديل فوريهو تxxu برابر با(i ) u( , t) 2  است. حالا از طرفين معادله تبديل فوريه

)duگيريم،مي , t) a [ u( , t)] F( , t)
dt


    2     رو هستيم:ي خطي مرتبه اول روبهبا يك معادله 2

            ta t au( , t) e [ F( , ) e d C( )]         
2 2 2


   

t a (t )u( , ) C( ) u( , t) F( , ) e d            
2 2


    

  

از سؤالاتي است كه در دو سال اخير مورد توجه طراحان قرار گرفته است. سؤال مبتني بر قضيه ليوويل طراحي شده است. چون سمت چپ   »4«ـ گزينه 12

|نامساوي f(z) z iz |  22 if  همه جا تحليلي است، لذا داريم: 2 (z) z iz c f (z) c z iz f ( ) c
z zz

          2 2
2

1 22 2   

  رويم:ي انتگرال ميحالا سراغ محاسبه
|z| |z| |z| |z|

I f ( )dz cdz dz i dz I i i
z zz   

               21 1 1 1
1 2 1 2 2       

دقت كنيد بر طبق انتگرال كوشي يعني
(n)

nC
f (z) f ( )i

n!z 
  1 2 هاي فوق، حاصل دو انتگرال صفر است و حاصل انتگرال ديگر برابر ، براي انتگرال

if ( ) i i     2 2 1 2 شود كه با ضرب درميiبرابر با ، مقدار آن 2 .شد  
  

wيك سؤال بسيار پرتكرار و نسبتاً ساده از نگاشت »1«ـ گزينه 13
z


wدانيم تحت نگاشتطرح شده است. مي 1

z


uxيها، رابطه1
u v


2 vyو2

u v



2 2  

xرا داريم و چون y 2 3   ، لذا با جايگذاري داريم:5
u vu v u v u v u u v v

u v u v
          

 

2 2 2 2 2 2
2 2 2 2
2 3 5 2 3 5 5 5 2 5 3 njJo†¸Ã o‡   

u u v v    5 2 22 3
5 5 oM ´Ãv£U ¸Ã oŠ  

  را به صورت مربع كامل بنويسيم: vو uكنيم متغيرهايحالا با اضافه و كم كردن اعداد مناسب سعي مي

[u u ( ) ( ) ] [v v ( ) ( ) ] (u ) (v ) (u ) (v )                   2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 1 1 3 3 3 1 1 3 9 1 3 13
5 5 5 5 1 1 5 25 1 1 5 1 1 

       
   

  

ه در هـاي كنكـوري چنـين سـؤالاتي وجـود نـدارد، بلك ـ      باشد و نه تنها در كتابالعاده غير استاندارد ميسؤال فوق  .ها صحيح نيستهيچكدام از گزينه ـ14
هـا  شود. ظاهراً بحث فقط براي اين بوده كه كسي سؤال را جواب ندهد و ضمناً گزينـه هاي دانشگاهي و سؤالات پايان ترم هم چنين سؤالاتي طرح نميكتاب

   هم غلط هستند و سؤال بايد حذف شود.
|x y|u u u te x f (x , y, t)

xt x y

        
   

2 2 2
2 2 2

19 9
1




   

  :yتبديل فوريه كلي روي
ˆF(u(x , y , t)) u(x , , t)     

u ˆ ˆF( ) (i ) u(x , , t) u(x , , t)
y


     


2 2 2
2

   

ˆ ˆu u ˆû f (x , , t)
t x

 
    

 

2 2 2
2 29 9   


2


 x

y
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  :xتبديل فوريه سينوسي روي
s ˆ ˆF (u(x , , t)) u(m, , t)     

s
û ˆ ˆ ˆF ( ) mu( , , t) m u m u

x


    


2 2 2
2

2


    

ˆ ˆu uˆ ˆˆ ˆ ˆm u u f (m, , t) u (m ) f(m, , t)
t t

 
         

 

2 22 2 2 2
2 29 9 9
       

|x y| i yˆf (x , y , t) te f e f (x , y , t) dy
   


  
 
1

2   

 

x x|x y| i y x y i y x y i y x y i y x y i y
x x

y ( i ) y ( i ) ix ix ix
x x

tf̂ te .e dy ( te dy te dy) [e e dy e e dy]

xt e e t e e tef̂ [e ( ) e ( ) ] [ ] (
xi ( i ) i i i i

                    
    

       


    
  

 
      

                

    
1 1

1 1
2 2 2

1 1
2 1 1 2 1 1 2 1 1

ixte) ( )



 2

2
2 1

  

ix
ixte tˆ ˆf f sin mxdx ( )sin mx dx e sin mx dx t.F(m, ) G(m, )

( )

          
       2 2 2
2 2 2 2

2 1 1


  
  

û ˆ(m )u t.F(m, )
t


    



2 2 2
2 9
    

  داريم: ûپس براي جواب

n m, m,û A cos t m B sin t m    2 2 2 23 3 جواب عمومي  
p m, m,û t.C D   جواب خصوصي  

h p m, m, m, m,ˆ ˆ ˆu u u A cos t m B sin t m t.C D           2 2 2 23 3     
u(xصورتبهاكنون جواب را  , y , t) آوريم.دست ميبه  

s ˆ ˆ ˆF {u(m, , t)} u(x , , t) u sin mxdm
     1


    
  تبديل معكوس كلي:

 i yˆ ˆF {u(x , , t)} u(x , y , t) u(x , , t) e d
 


    1   
i y

m, m, m, t m,u(x , y , t) (A cos m t B sin m t t.C D ) sinmxe dmd
  

   
          2 2 2 23 3


   

 هاينهزگ اممت دچنر ه د.باشيم بقيه به نسبت يرتنطقيم ينهزگ )4( ينهزگ ،مكني حل را الؤس ينهزگ حذف روش با بخواهيم گرا كلي حالت درتذكر مهم: 
 الرانتگ آنها به نسبت كه هاييرتمارا. پاست غلط اين و است هدش نوشته yو xهاينهزگ دوم فرط در يرگيالرتگنا هايرتغيم د. براي مثالهستن غلط

  ها است. ها با طرف دوم يكي نيست و اين ايراد اساسي جوابباشند. جنس طرف اول گزينهتگرال فوريه مثل امگا مير مربوط به انتمپارا ،دشونيم فتهرگ
  حل صحيح در بالا نوشته شده است. 

  
)Yبرابر با y(x)از سؤالات نسبتاً ساده اين آزمون! اگر فرض كنيم تبديل فوريه  »3«ـ گزينه 15 ) است، آنگاه تبديل فوريهy برابر باi Y( )   و تبديل

)Yبرابر با yفوريه ) 2 ي زير را داريم:است. لذا معادله  

sin sin[(i ) (i ) ]Y( ) Y( ) i Y( ) Y( ) 
              

 
2 22 24 3 4 3   

)sin  بنابراين داريم: )Y( )
( i )
 

 
   2

2
4 3

   

  شود:ي صورت سؤال به صورت زير حساب ميدقت كنيد كه تبديل فوريه عبارت سمت راست معادلهتوضيح: 

i x sinf (x)e dx f (x)cos( x)dx cos( x)dx
  



      

  
1 22 2 1

 
  تبديل فوريه عبارت سمت راست 

fدقت كنيد چون تابع (x)  ،لذا حاصل قسمت سينوسي صفر است و فقط تبديل كسينوسي داريم.زوج است 
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  1399ـ دكتري مهندسي برق ـ الكترونيك آزمون سؤالات   
 

 1فرض كنيد ـ( ,y )1 )و 1 ,y )2 yدو جواب غيربديهي (غيرصفر) از مسئله مقدار مرزي 2 xy y
y( ) y( )
    

  

2
1


 

با شرط   1 باشند. كـدام مـورد    2
  درست است؟

1 (xe y (x)y (x)dx 
21

1 2
   2 (xe y (x)y (x)dx 

1 2
1 2

  3(y (x)dx y (x)dx  
1 12 2

1 2
1
2 

  4 (y (x)y (x)dx 
1

1 2
  

 2فرض كنيد ـu u(x,t) صورت، مقدارجواب مسئله مقدار مرزي زير باشد. در اينu( , )2   ، كدام است؟1

1 (cos
11 42   2 (cos

11 42  tt xx

t

u u ,x ,t
u(x , ) cosx ,x
u (x, ) ,x
u( ,t) ,t

  
  
  
  

4

1

 
 
 

  

  
3 (cos 21 2  4 (cos 21 2  

 3مسئله ارتعاش موج داده شده زير را در نظر بگيريد. شتاب ارتعاش در ـx  3
  است؟كدام  4

1 (   2 (6   tt xx

t

u u , x , t
u( ,t) u (x, )
u(x , ) x(x ),u( ,t)

    
  
   

6 1

3 1 1 6

 
  


  3 (6   4 (63
16   

 4مقدار پتانسيل ـu است. اگر تـابع پتانسـيل  هاي مرزي مطابق شكل زير داده شده در ربع دايرهu  صـورت زيـر باشـد، آنگـاه كـدام مقـدار       بـه

| C | | B | | A |4 , |يا  , E n  ، بزرگتر است؟3| n n n
n n n n

n
u( , ) ALn B (C D )cos(n ) (E F )sin(n )


 


              

1
   

1 (| A |   
2 (| B |   
3 (| C |4   
4 (| E |3   

  

 5فرض كنيد در معادله انتگرالي ـh(x) g(t)sin( x)sin( t)d dt
 

     
،

cost ; t
g(t) sint ; t

;

   
   






 IÀI]oÄIw
)hباشد. مقدار  )

  كدام است؟ 2

1 (   2 (
 2   3 (

2   4 (
4   

 6اگر ـi tF( ) f (t)e dt
  


   ريه سيگنالوتبديل ف|t|f (t) e
1
|باشد، آنگاه حاصل 2 F( ) | d




  i)كدام است؟ 2 ) 2 1   

1 (

1   2 (


2   3 (

2   4 (   

 7بعديمسئله انتقال حرارت يك ـt xxu a u (x ,t )  2   با شرط اوليهu(x, ) A  ايو شرط كرانـهu( ,t) B( H(t t ))  1  كـه در آن ،H 
tسايد) وتابع پله واحد (هوي   است، را در نظر بگيريد. اگرU(x,s) تبديل لاپلاسu(x,t) باشد، آنگاهU(x,s) كدام است؟  

1 (
sxt s

|a|(B A Be ) Ae
s s

 



   2 (

sxt s
|a|(B A Be ) Ae

s s

 



  

3 (
sxt s

|a|(B A Be ) Ae
s s

 



  4 (

sxt s
|a|(B A Be ) Ae

s s

 



  

 8نقاط غيرتحليلي شاخه اصلي تابع ـf (z) log( iz )    ، كدامند؟21

1 ({z x iy | y x ,| x | }   
2

2   2 ({z x iy | y x ,| x | }   
2

2  

3 ({z x iy | y x ,| x | }    
2

2  4 ({z x iy | y x ,| x | }    
2

2  

 9حاصل عبارت ـisin ( e )d
 

 
2 2 26

i)، كدام است؟ ) 2 1   

1 (   2 (i2   3 (
2   4 (i2   
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 10فرض كنيد ـa ( , ) 1 izيك عدد حقيقي و 1 ae  باشد. با استفاده از سري توانيn

n
z







nحاصل سري 

n

na cos





1   ، كدام است؟3

1 (a a
( a)




2
2

2
1

   2 (a a
( a)





2
2

2
1

  3 (a a
( a a )



 

2
2

2
2 1

  4 (a a
( a a )



 

2
2

2
2 1

  

 11مسئله پواسن زير را در نظر بگيريد. اگر ـi x y yU (y) u(x,y)e dx c e c e B
    

 
   

  1 2
1

  ؟كدام است c1باشد، مقدار u(x,y)تبديل فوريه 2

1 ((e )sin
sinh( )

  

 3
1   2 ((e )sin

sinh( )

  

 3
1  ; | x |

u , y
; | x |

u(x , ) u(x , )

 
      
   

2 2 1
1 


 

  
3 (( e )sin( )

sinh( )

 

 3
1  4 (( e )sin

sinh( )

 

 3
1  

 12فرض كنيد ـf (x) (cosx sin x )   22 xدر 2    تعريف شده و متناوب با دوره تناوب2  باشد. اگـرn n
n

a (a cosnx b sinnx)



 

1

1
2  

nباشد، مقدار fسري فوريه تابع n
n

(a b )



 2 2

1
  كدام است؟ 

1 (153
8   2 (153

4   3 (77
2   4 (39

2   

 13ضريب ـz2 در بسط لوران تابعf (z) zsin(z )
z

 
  ، كدام است؟1

1 (
! ! ! ! ! ! ! ! ! !
     

1 1 1 1 1 1
3 4 2 5 3 6 4 7 5 8    

3 (
! ! ! ! ! ! ! ! ! !

      
1 1 1 1 1 1
3 4 2 5 3 4 4 7 5 8   

2 (
! ! ! ! ! ! ! ! ! !
     

1 1 1 1 1 1
3 4 2 5 3 4 4 7 5 8   

4 (
! ! ! ! ! ! ! ! ! !

      
1 1 1 1 1 1
3 4 2 5 3 4 4 7 5 8   

 14فرض كنيد ـzf (z) ( z z )e  
1

2 باشد.  حاصل انتگرال 31
|z|

f (z)dz
z

 2
2
 كدام است؟  

1 (i7
3   2 (i14

3  3 (i25
12  4 (i25

24  

 15حاصل انتگرال ـcos xI dx
x







3

2 1
  است؟كدام  

1 ((e )
e

 2
3

3
4

   2 (( e )
e

 2
3

3 1
8

  3 ((e )
e

 2
3

3
8

  4 (( e )
e

 2
3

3 1
4

  

   1399ـ دكتري  مهندسي برق ـ الكترونيكآزمون پاسخنامه      
 
  ابتدا به يادآوري زير توجه كنيد:»   1«ـ گزينه 1

P(x)yطي مرتبه دوم به شكل كليي خهر معادله تذكر: Q(x)y R(x)y     توان با ضرب معادله دررا مي
Q(x)dx
P(x)(x) e

P(x)


 
ي به يك معادله 1

  .ناميمي دوم اوليه ميي درجهي فوق را صورت خودالحاق و يا صورت كانونيك معادلهي اشتروم ـ ليوويل متناظر معادلهاشتروم ـ ليوويل تبديل كرد. معادله

P(x)در اين سؤال  1 وQ(x) x 2 :است، بنابراين داريم  
x dx x(x) e e




  
2

2
11

1 

xeبا ضرب 
x  شده داريم:در معادله داده 2 x x x xd dye .y xe y e y (e ) ( e )y

dx dx
            

2 2 2 2 2
2   

x  عادي به شكل مقابل نوشت:اشتروم ـ ليوويل  توان به فرم يك معادلهدرواقع معادله را مي x(e y ) [ e ]y      
2 2

   
f)  با مقايسه با معادله استاندارد كه به شكل مقابل است: (x)y ) [g(x) h(x)]y        

xh(x)واضح است e
xe  متعامدند، يعني داريم: y2و y1هايدانيم جوابتابع وزن است و مي 2 y (x)y (x)dx 

21
1 2

  
  

*  با استفاده از روش دالامبر به روش جبري داريم:»   2«ـ گزينه 2 * * *u(x , t) [f (x t) f (x t)] [G (x t) G (x t)]
c

       
1 12 2 2 22 2  

)uصورتبا توجه به اينكه شرط مرزي به , t)   لذا  ،هداده شد*fكمترين فردf و*Gكمترين زوجG است كهx
G(x) g(x)dx  .است  

g(x)در اين سؤال  1،f (x) cos x پس ،G(x) x و چون مقدار جواب درx  tو 2 1 :خواسته شده است، لذا داريم 

  u( , ) [f *( ) f *( )] [G *( ) G *( )]           


1 12 1 2 2 1 2 2 1 2 2 1 2 2 12 2 2 
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f]  از طرفي دوره تناوب: *( ) f *( )] [G *( ) G *( )]   
1 14 42 4   

fچون (x) cos x وx
G(x) dx x  1


f*؛ لذا ( ) cos4 G*و 4 ( ) 4 G*و 4 ( ) x

x
 


 


fاما در مورد  ( )  كند. داستان فرق مي  

xچون دقيقاً روي مرز   ك بگيريم:است و لذا بايد از قضيه ديريكله كم   

cosu( , ) (cos ) ( )      
1 1 42 1 4 4 12 4 2 f ( ) f ( ) ( )f ( )

 
   

  
1 1

2 2
    

  

  
رو هستيم و چون ناهمگني معادله و شرايط مرزي به زمان وابسته نيست از تغيير با يك معادله موج غيرهمگن با شرايط مرزي غيرهمگن روبه»  1«ـ گزينه 3

u(x  م:گيريمتغير مقابل كمك مي , t) V(x , t) w(x)    
xx xx

tt xx tt xx
tt tt

u V w (x)
V V w (x) V V w (x)

u V
 

          
6 6


  

wبراي همگني بايد (x)  6 :باشد. لذا داريم  w (x) w (x) x c w(x) x c x c        2
1 1 26 6 3   

)u  با استفاده از شرايط مرزي داريم: , t) V( , t) w( ) V( , t) w( ) w( ) c        2           
u( , t) V( , t) w( ) V( , t) w( ) w( )      1 1 1 6 1 1 1 6   

)w  بنابراين داريم: ) ( ) c ( ) c      2
1 11 6 6 3 1 1 3   

w(x)بنابراين x x 23   . پس معادله زير را داريم:3
tt xx

t

V V , x t , t
V( , t) V( , t)
V(x , ) V (x , )

   
  
   

1
 

 
   

   

V(xي فوق به روش دالامبر به جواب بديهيحل معادله , t)   رسد:مي  
* * * *V(x , t) [f (x ct) f (x ct)] [G (x ct) G (x ct)] V(x , t)         

1 1
2 2    

u(xبنابراين , t) w(x) و ياu(x , t) x x 23 ttuو لذا 3 (x ) 
3
4  .است  

  جايي نسبت به زمان است. توجه شود كه شتاب مشتق دوم جابه نكته:
  

 ازاي هردايره كوچك، هم دايره بزرگ) بهشود روي هر مرز (همطور كه مشاهده ميهمان  »4«ـ گزينه 4
nDبايد فرد باشد، لذا قرينه يكديگرند. لذا جواب نسبت به متغير uمقادير و   وnC   وB   
Aو   درست خواهد بود.4گزينه ( بنابراينماند، و فقط ضرايب سينوسي باقي مي (  
  

  

  
h(x)اگر به تعريف   »2«ـ گزينه 5 g(t)sin( x)sin( t)dtd

 

 
     

  فرد است و در نتيجه داريم:  xنسبت به h(x)بينيم كهدقت كنيم، مي 

  xh( ) h( )  2 2    

SG  است:  مقابلبه صورت  g(t)همچنين تبديل فوريه سينوسي تابع ( ) sin( t)g(t) dt



   

 
2


   

  sg(t) G ( )sin( t) d



    

 
2


      

g(x)  بالا داريم: به همين دليل با تركيب دو رابطه g(t)sin( x)sin( t)d dt , x
 

    
  
2
 

   
  توان نوشت:مي h(x)هاي مثبت صادق است ولي با استفاده از خاصيت فرد بودنxكه البته اين رابطه براي 

h( ) sin   
    2 2 2 2

; xg(x)
h(x)

g( x) ; x

     

2

2




   

  

f (x)

x
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  طبق رابطه پارسوال داريم:   »3«ـ گزينه 6

  t

t
|t| |t| t t| F( ) | d | f (t) | dt ( e ) dt e dt e dt [ e ]







      
   

  
            

    2 2 2 2 2 21 12 2 22 2 2 2 2   
  

  ايم: هايي در اين حوزه حل كردهحل معادلات با مشتقات جزئي با استفاده از لاپلاس كه در كتاب هم مثال  »3«ـ گزينه 7
t xxu a u 2   
u(x, ) A
u( , t) B( u(t t ))


    1 




   
  گيريم:دست آوردن تبديل لاپلاس جواب، از طرفين معادله تبديل لاپلاس ميبراي به

A ds.L(u(x , t)) u(x, ) a L(u(x , t) , L(u(x , t) U(x,s)
dx

  
22
2t xxL(u ) L(a u ) 2   

s As.U(x ,s) A a U (x ,s) U (x ,s) U(x ,s)
a a

      2
2 2   

  با ضرائب ثابت با طرف دوم است؛ لذا داراي دو جواب عمومي و خصوصي است.معادله فوق يك معادله مرتبه دو 
  الف) محاسبه جواب عمومي:

s s sU (x ,s) U(x ,s) m m
| a |a a

        2
2 2    

s sx x
|a| |a|

hU (x ,s) c e c e


 1 2   
  جواب خصوصي:محاسبه ب) 

pU  صورت مقابل است:فرم كلي جواب خصوصي به (x ,s) k U (x ,s)      

s  دهيم:در معادله قرار مي

a


2
 Ak

a
 

2
Ak
s

    

s sx x
|a| |a|

h p
AU(x ,s) U (x ,s) U (x ,s) c e c e
S


    1 2   

  كنيم.) جواب نيست. اكنون شرط مرزي را اعمال مي2) و (1هاي (شود كه گزينهتا اينجا مشخص مي
t sB BL(u( , t)) L(B[1 u (t t )]) L(B) L(Bu(t t )) e

s s
          u( , t) B[1 u(t t )] L(u( , t)) U( ,s)         

t sBU( ,s) (1 e )
S

      
  نهايت كراندار است بايد:بي از طرفي چون جواب در

  c 1  (محدود باشد) كراندار باشد
t

lim u(x , t)


   

s x
t s|a| A A BU(x ,s) c e U( ,s) c ( e )

s s s


      2 2 1    

t sc (B Be A)
s

  2
1    

st s
|a|B A Be AU(x ,s) e

s s

 
 


  

Ln(fتابع  »4«ـ گزينه 8 (z)) در نقاطي كهIm f (z)
Ref (z)


 




  باشد. در نتيجه داريم:است، غيرتحليلي مي 

  iz i [x y ixy] xy i(x y )         2 2 2 2 21 1 2 1 2   
  Imf (z) Im( xy i(x y )) x y x y          2 2 2 21 2     

  Re f (z) xy   1 2     
xاگر y باشد، هيچگاهxy 1 2  شود، بنابراين نميx y .   

  x x | x |     2 21 21 2 2 2      
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i  توان به دو روش پاسخ داد: سؤال را مي  »3«ـ گزينه 9 zdze z d ,
ziz

    
        

1
2 1
  

ieبا استفاده از تغيير متغير روش اول: z  :داريم   
|z|

dzI sin ( z)
iz


  2

1 26  
|بنابراين روي دايره z |1  گيريم:انتگرال مي     

zنقطه غيرتحليلي تابع   است كه درون دايره| z |1 :قرار دارد، طبق قضيه كوشي داريم  I i [sin ( )] sin ( )
i

  
         2 2 21 12 2 2 26 6 2 2   

if  گاوس داريم:طبق قضيه مقدار ميانگين روش دوم:  (z ) f (z re )d
   

 
21

2 
   

fدر اين سؤال (z) sin z rو 2    باشد، لذا داريم:مي 2
z

isin ( e )d sin z sin ( )




   
        

6

2 2 2 2 12 2 2 26 6 4 2
   

  

شده در واقع قسمت حقيقي سريواضح است سري داده  »4«ـ گزينه 10
i nn

n
a e




 3

1
  بناميم، داريم: Sاگر مجموع خواسته شده را  است. 

i nn

n
S Re a e




  3

1
  

اين سري، يك سري هندسي با جمله اول
i

ae

و قدرنسبت 3

i
ae


rصورتبه qو قدرنسبت r1اولدانيم حد مجموع سري هندسي با جمله است. مي 3

q
1

1 

است. پس 
i

i

aeS Re[ ]

ae








3

31
.  

  
a a a a(a cos )( a cos ) a sin ( )( ) a a a

a a a a ( a a )( a cos ) a sin ( )

  
     

  
        

22 2 2 2
2 2 22 2 2 2

31 1 23 3 3 2 2 4 2
3 1 2 11 13 3 2 4

i

i

a cos ia sinaeS Re Re
( a cos ) ia sinae





                      

3

3

3 3
11 3 3

   

  
  ه پواسن داريم كه قرار است با استفاده از تبديل فوريه آن را حل كنيم.در واقع يك مسأل  »2«ـ گزينه 11

 ; | x |
u y

; | x |


     
2 2 1

1 


   
u(x , ) u(x , )      

|                   كنيم.اي استفاده ميبراي حل از روش تبديل فوريه x |u x
| x |x y

 
     

2 2
2 2

2 1
1

  
  آوريم:دست ميبهاي تابع طرف دوم را ابتدا تبديل فوريه

; | x | sin x sinF( ) f (x)cos x dx [ cos x dx cos x dx] ( )
; | x |  


 

   
               
  

1
1

2 1 11 1 2 221   

d  از طرفين معادله داريم: xاي نسبت بهبا گرفتن تبديل فوريه U sinU
dy


 



2 2
2

2
x x x

; | x |U uF ( ) F ( ) F ( )
; | x |x y 

 
     

2 2

2 2
2 1

1  

  اين معادله يك معادله مرتبه دوم است كه داراي دو جواب خصوصي و عمومي است.

d  ف) محاسبه جواب عمومي:ال U U
dy

          
2

2 2 2
2   

y y
hU ( , y) c e c e   1 2   

p  جواب خصوصي:محاسبه ب)  p
sin sinU ( , y) k U ( , y) k k             

   
2

3
1 2    

y y sinU( , y) c e c e  
     

 
1 2 3

2   

  با اعمال شرايط داده شده در صورت سؤال داريم:
sinu (x , ) U( , ) c e c e

sinu(x , ) U( , ) c e c e

     

   

          
           
  

1 2 3

1 2 3

2

2   

sinc c
(e )sinc

sin sin hc e c e



 

              
  

1 2 3
1 3

1 2 3

2
1

2   

1

2

1
x

f(x)
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fبا بسط تابع مثلثاتي  ها صحيح نيست.كدام از گزينههيچـ 12 (x) :داريم  
f (x) (cos x sin x ) cos x sin x.cos x sin x cos x sin x         2 2 22 2 2 2 4 4 4 8   

cos x sin x cos x cos x sin x      
1 14 2 2 2 2 2 2 4 82 2

cos x sin x ( cos x) cos x sin x
       

1 24 2 2 2 1 2 4 82   

sin x cos x cos x sin x    
13 38 4 2 2 22 2   

n n
n

(a b ) a b a b



                2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 2 2
1

9 9 9 3454 8 4 16 64 4 844 4 4 4   
  

  
sin(aها و در متن كتاب سابقه طرح داشته است. كافيست فرمول بسطسؤال چندان سختي نيست و شبيه آن در آزمون »1«ـ گزينه 13 b) .را بلد باشيم  

 zsin (z ) z (sin z cos sin cos z)
z z z

    
1 1 1 

      نويسيم: ام را ميهستيم پس، بسط لوران هر كد z2دنبال ضرايب

  z z z z z z z z z z zf (z) z[(z ) ( ) (z ) ( )]
! ! ! ! ! ! ! ! ! ! !

    
                  

3 5 7 2 4 6 3 5 2 4 611 13 5 7 2 4 6 3 5 2 4 6      

)  برابر است با:  z2پس ضرايب )
! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! !
           

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
4 3 6 5 8 3 2 5 3 4 2 5 3 6      

  
fتكين تابع يسؤال آشنايي و بر پايه مباحث بسط لوران طراحي شده است. نقطهها صحيح نيست.  كدام از گزينهـ هيچ14 (z) ًصرفاz    است. مهمترين

zeكار دانستن بسط
1

z  است. ابتدا توجه كنيد كه داريم:  z z zf (z) z z e e e ze
z z z

 
   

1 1 1 12 3
2 2 2

1 1   

zeاز طرفي بسط لوران
1

ze  صورت مقابل است:به  ( ) ( ) ( )
z ! ! !z z z

     
1

2 3 4
1 1 1 1 1 1 11 2 3 4    

دنبال ضريب
z
zeدر بسط هستيم. در عبارت 1

z

1

2
جمله شامل 1

z
zeنداريم، در عبارت 1

1
ضريب 

z
zzeبرابر يك و در عبارت 1

1
ضريب 

z
برابر با 1

!


11 2 

(  است، پس داريم: i ( ) i i
!

        
1 32 1 2 32 مجموع ضرايب 2

z
fدر بسط لوران 1 (z)) i (

z
   fهامجموع مانده 22 (z)

z2 درI i (z   2    

     ) را به عنوان جواب اعلام كرده است كه متأسفانه اشتباه است.3سازمان سنجش گزينه (
  

cosطراح در اين سؤال دنبال بررسي تسلط شما بر فرمول مثلثاتي»  4«ـ گزينه 15 x cos x cos x 3 3 1 34 هاي رالي انتگي محاسبهو همچنين نحوه 4

fحقيقي (x)cos xdx



 بوده است. ابتداcos x3 كنيم:را با توجه به فرمول تبديل مي  

cos x cos x cos xI dx dx dx I I
x x x

  

  
    

    
3

1 22 2 2
3 1 3
4 41 1 1

   

  رويم:ها ميي انتگرالحالا سراغ فرمول محاسبه
iهاي تابعمجموع مانده[ zf (z)e  هايي كه بالاي محور حقيقي قرار دارنددر قطبf (x)cos xdx Re[ i




    2   

zدر هر دو انتگرال، قطب i بالاي محور حقيقي قرار دارد وf (x)
x


 2
1

1
  بنابراين داريم: 

z i

iz iz ie e eI Re[ i (z i )] Re[ i ] Re[ ] e
zz 

            


2
1

1 2
3 3 3 32 2 24 4 2 4 2 41

nj ”MIU ½kº I¶   

  داريم: I1به همين شكل براي
z i

i z ize eI Re[ i (z i )] Re[ i | ] [ e ] e
zz 

 
          



3 3 3 3
2 2

1 1 12 24 4 2 4 41
nj ”MIU ½kº I¶   

( e )I ( e e ) ( )
e e e

    
     

21 3
3 3

3 1 3 134 4 4
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  1400ـ دكتري مهندسي برق ـ الكترونيك آزمون سؤالات   
 

 1اگر در بازه  ـ( , )1 1
2 nتساوي 2 n

n

n nx [x] a (a cos x b sin x)




 
    

1

1 1
2 2   

nبرقرار باشـد، حاصـل     n
n

n na (a cos b sin )


 
 

3

1

1
2 4 4  

 ،

  كدام است؟

1 (

3

2  2( 

2

3  3 (

2

3  4 (

3

2  

 2با توجه به معادله انتگرالي  ـg(x) h(t)cos(xt)dt


 مقدار ،h( )كدام است؟ ،  

1 (
2
2  2( 

3
2  

  
3 (

2
4  4( 

3
4  

 3اگر تبديل فوريه تابع ـ|t|
f (t) e

 به ازاي  برابرF( ) 
 

  2 2
dxباشد، حاصل انتگرال 2

(x x )


   2 22 1
  ، كدام است؟

1 (
54  2( 

36  3 (
24  4 (

18  

 4مقدار ـ  در معادله ديفرانسيلg (t) ( t )g(t)     2  چقدر باشد، تا اتحاد ،i xtg(x) g(t)e dt
  


    ، برقرار باشد؟2

1 (2  2( 22  3 ( 24  4 (2  

 5اگر ـnP (x) اي لژاندار درجه چندجملهn باشد، حاصلn
n

n

P ( )


 2

كدام است؟ ،  

1 (1
5

  2( 2
5

  3 (5  4 (2 5  

 6فرض كنيد ـJ (x) sin x
x


1

2

كدام باشد، تا حاصلاست. مقدار  2
x

J (x)

lim
x 

3
  .)نمايش تابع بسل است J، يك عدد حقيقي ناصفر شود؟ (2

1 (1
2  2( 1  3 (3

2  4 (2  

 7اگر تابع گرين  ـ(Green) متناظر با جواب مسئلهy y y x
y( ) y( )
   

  

2
1 

x)صورت به  t)G(x,t) g(x,t)e   ،باشدg(x,t) كدام است؟  

1 (
x x t
t( x) t x

t

 



  

1 11


  2( 

t( x) x t
t

x t x

  


  

1
1

1

  3 (t( x) x t
x t x

  
  

1
1

  4 (x x t
t( x) t x

 
    1 1

  

 8اي شكل به مركز مبدأ مختصات و شعاعدايره(مانا) روي يك صفحه رساناي نيم مسئله انتقال حرارت در حالت پايدار ـa  صورتبهu(r , )  2  را ،
u(rدر نظر بگيريد. اگر , ) u(r , )    وu(a, ) T باشند، مقدار دماي صفحه در نقطهa( , )2   ، كدام است؟2

1 (
k

k
k

T ( )
( k )






 
2 1

2 1 4
  2( k

k

T
( k )



 
 1

2 2 1 4
  3 (k

k

T
( k )



 
 1

2 1 4
  4 (

k

k
k

T ( )
( k )






 
 1

2 1 4
  

 9جواب معادله ديفرانسيل زير با شرايط اوليه داده شده، كدام است؟ ـ  

1 (t( e cos t sin t)x  
1 2 24  

2( t(e cos t sin t)x  
1
2  

3 (t( e cos t sin t)x  
1 2 24  

4( t(e cos t sin t)x  
1
2  

w(x,t) w(x,t) sint , x , t
x t x

w( ,t) , t
w(x, ) x , x

 
    

  
  
  


2
  

  
 
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 10مسئله پتانسيل  ـu 2  شده مطابق شكل زير، در نظر بگيريد. حاصلاي دادهرا با شرايط كرانهu( , / ) u( , / )1 2 5 3 5است؟ ، كدام  
1 (/7 5  
2(   
3 (/1 5  
4( 2    
 11حاصل ـsin xdx

x(x )


  2 1
  ، كدام است؟

1 (( e )  11  2( ( e )  12  3 (( e )  11  4 (( e )  12  

 12با استفاده از اتحاد ـn

n
q ; | q |

q





 
 1 11

n، حاصل
n

n

n ( i)





1
1

2
  ، كدام است؟

1 (i  2( i1  3 (i 1  4 (i 1  

 13حاصل  ـ
|z|

(z ) sinh dz
i z


  3

2
1 11 1كدام است؟ ،  

1 (24  2 (18  3 (16  4 (12  

 14مانده تابع  ـzf (z)
z zcosh




 

4
2 2 1 1

/، در ديسك | z | / 5 1 5حول نقطه ،z  كدام است؟ ،  

1 (
e sinh


4
1

2 1
  2 (

e sinh


6
1

2 1
  3 (e e

sinh

4 4

2 1  4 (e e
sinh

 4 4

2 1  

 15با فرض ـc n منحني ،x y
sin c cos c

 
2 2
2 2 w، تحت نگاشت1 u iv sin z     ؟شود، به كدام منحني تبديل مي1

uخط) 3  هذلولي) 2  بيضي) 1 c  4 (خطv c  
   1400ـ دكتري  مهندسي برق ـ الكترونيكآزمون پاسخنامه      

 

 

xابتدا تابع  »2«ـ گزينه 1 [x] 
1
)يرا در بازه 2 , )

 
1 1

2   كنيم: رسم مي 2

fشود كهاهده ميمش (x)  :تابعي فرد است. بنابراين داريم 

  n n
n

n xf (x) b sin , L ,
L






        

1

1
2     

 
L

n
n x x cos n x sin n x cos n xb f (x)sin dx (x )sin n xdx ( )

L L n nn

 

 

    
       

  
1
2 2 2

12 1 2 2 24 2 4 22 2 44 


 

n
cos n sin n cos nb ( ) ( )

n n n nn
    

         
   2 2

1 14 44 4 44
    

n n n
n n n

nsinn n nI ( cos b sin ) b sin
L L L n  


   

     
  

3 3 3

1 1 1
2

2 4 4 4
  

sin sinsin
     

     
     

3
1 1 22 2

3 3 3 3  

  

 همان بسط كسينوسي شكل آورده شده است. باg(x)رسد منظور ازاست به نظر ميxتابعي زوج نسبت بهg(x)با توجه به اين كه تابع »4«ـ گزينه 2
  دهد. را نشان مي g(x)ي صورت سؤال انتگرال فوريهشويم كه معادلهمتوجه مي tبه جاي جايگزيني

g(x) h( )cos ( x) d



         

h( ) g(x)cos xdx ( x)cos xdx ( )cos xdx
  

  
       

    
3 2

1
2 2 23 1

 
 ( x)sin x cos x sin x( ) ( )   
  
   2

3 22 3 2
1

 

cos sin sin sin( ) ( )    
     
     2 2
2 3 3 3 1 2 2 cos sin sin sinh( ) ( )    

       
     2 2 3
2 3 3 3 1 2 4  
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dI  :ميورده شده در صورت سؤال دارآ هيفور ليا توجه به تبدب »1«ـ گزينه 3
(( ) )








  2 21 9
   

it |t|
|t| eF ( ) e F ( )

( )

 
    

   

3
1 3 1

2 2
6 1

69 1 9
  

  با توجه به تساوي پارسوال داريم: 
it |t| |t|d e eI | | dt dt

(( ) )

    

  


    

   
3 6

2
2 2 2 26 361 9

 
t

t ee dt ( ) | ( )


  


    
    


6

64 4 4 1
36 36 6 36 6 54  

  

)G گيريم: از معادله تبديل فوريه مي »3«ه ـ گزين4 ) G( ) G ( ) G ( )G ( )*
            


22     

xبا جايگزيني  2  :در رابطه صورت سؤال داريم  
ti tg( ) g(t)e dt G( ) g( ) G( t) g(t)


   



 
      

  2 22 2  

tبا تغيير متغير 


2 در معادله(   داريم:  *(

G( t) G( t) t g(t) ..
t t

     
 

    
2 2 1

2
(t)gG( t) g(t) t g(t). .( ) ( )
t t t

     
   

       

2
2 2
2 1 1

2 2 4
  

g(t) t t( ) : g(t) g(t) ( )g(t)*
   

     
 

2 2 2 22
2

4 44
4
     

دست آمده بايد با ضرايب معادله صورت سؤال يكي باشد. ضرايب معادله به  

( ) ( )

( )

 
     

     
        

22 2 2 2
2

2 2

44 4
4

4 4
  

  
xn  با استفاده از تابع مولد لژاندر داريم:   »2«ـ گزينه 5 n

n ntn n

P ( )P (x)t
tx t

 


 
   

   
 12

2

1 1 2
1 521 2 1 4



 




   

  
  ي زير داريم: با توجه به رابطه »3«ـ گزينه 6

  
v

vv
v

d(x J )
d(x J )

x J x J
dx dx



 
    

1
2 1 1

2 21 3
2

   

d( x sin x)
x J ( x sin x x cos x) x J

dx


  


        



1 1 1
2 12 23 3

2 2

2
2  J (x sin x x cos x)

 
   



3 1
2 23

2

2  

J (x)
(sin x x cos x)(x sin x x cos x)

x
x

   


 


     

 

3 3 1
2 2 2

3
2

2 2   

x

x x xsin x x cos x (x ) x( )

     

3 2 3
16 2 3  

x x

J (x)
xlim lim

x
x

    
  



3 3
2

3
2

2

3
 

  براي اين كه حد بالا مقداري حقيقي و ناصفر داشته باشد داريم:       
3 332 2   
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 ن اشكال دارد.هاي دوره كارشناسي رياضي مهندسي نيست! بنابراين طرح آابتدا لازم به ذكر است اين سؤال كاملاً غيرمتعارف و جزو سرفصل »1«ـ گزينه 7
سيل ناميده دانيم طبق تعريف، پاسخ هر معادله ديفرانسيل خطي با مقدار مرزي و شرايط اوليه همگن به ورودي تابع دلتا، تابع گرين آن معادله ديفرانمي
  شود كه به بيان رياضي:مي

L(u(x)) f (x) ; n [a, b]
u(a) ; u(b)

 
    

  

  كه تابع گرين بايستي معادله زير را ارضا كند:
L(G(x, x )) (x x )
G(a,x ) G(b,x )

  
  

 

  
  

  تواند هر عملگر خطي نظير عملگرهاي لاپلاس، هلمهولتز، موج و ... باشد. مهمترين خواص تابع گرين به صورت زير مي باشند:ميLكه
,G(a)باشدـ تابع گرين مستقل از شرايط مرزي مسئله اصلي، همواره در شرايط مرزي صفر مي1 x ) G(b, x ) )   .  
G(x,xپيوسته است يعنيxـ تابع گرين همواره در نقطه2 ) G(x, x )    
G  ناپيوسته است و مقدار اين ناپيوستگي برابر است با:xـ مشتق تابع گرين در نقطه3 (x ) G (x )   1   

  كنيم.نكات فوق مسئله را حل مي حال با توجه به
G G G (x t)
G( , t) G( , t)
     

  

2
1 

  

x)واضح است كه تابع t)  براي لحظاتx t:برابر با صفر است. يعني داريم  
x

x

(a x b )e , x t
G G G G(x, t)

(a x b )e , x t





        
 

1 1

2 2
2   

x با اعمال شرايط مرزي داريم: t ( )G( , t) (a ( ) b )e b      1 1 1
    uQ 

x tG( , t) (a b )e a b       1
2 2 2 21   uQ 

 باشد:يعني تا اينجا تابع گرين به صورت مقابل مي
x

x

a xe , x t
G(x, t)

a (x )e , x t





  
 

1

2 1
  

t  با اعمال شرط پيوستگي داريم: tG(x, t ) G(x, t ) a te a (t )e a t a (t ) ( )         1 2 1 21 1 1  
  

Gهمچنين با اعمال شرط ناپيوستگي تابع (x)درt:داريم  t tG (t ) G (t ) a (e )( t) a e (t )          2 11 2 1 1  

 
t

( )t t t(a t) tee ( t) a e (t ) a e a
t t


          

 
11

1 1 22 1 11 1
¾‰MHn) 1با توجه به رابطه(  

,G(xبا توجه به مقادير فوق تابع t)آيد:به صورت زير به دست مي  

(x t)
(x t)

G(x,t) g(x,t)e
(x t)

x ; x txe , x t
G(x, t) g(x, t) t(x )t(x ) ; x te , x t tt

 
 


 

         

11
11

  

  
n  است: مقابلفرم پاسخ مسئله به شكل  »1«ـ گزينه 8 n

n n n n n n
n

u(r, ) a b Lnr (a cos b sin )(A r B r )


  


        

1
   

,u(rبا توجه به شرط )  :داريم  n n
n n n n n

n
a b a u(r, ) b sin (A r B r )


  


        

1
    

,u(rبا توجه به شرط )  :داريم  n n
n n n n

n
n u(r, ) b sin n (A r B r )





      

1
   

)uبا توجه به شرط , ) T و فرضn n nA b Aوn n nB b B:داريم  n n
n n

n
T sin n (A a B a )





  

1
  

rبا توجه به اينكه مسئله روي نيم دايره تعريف شده است لذا به ازاي  :نيز بايد پاسخ داشته باشد. لذا داريمnB  :بنابراين داريم .  
n n

n n
n n

u(r, ) A r sin n T A a sin n
 

 
      

1 1
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nمقدار
nA aضرايب سري فوريه سينوسيTبه ازايL  دهد.را نشان مي  

n
n

n
n T cos nx T ( )A a T sin xdx ( ) ( )

n n
    

  
   
2 2 2 1 1
 

  

kn
n k

k

T n TA u(r, ) r sin( k )na
( k ) an








      

 
 2 1

2 1

4 4 2 1
2 1

jo 

Z»p
  

k k

k k

a T ( k ) Tu( , ) ( ) sin ( ) ( )
( k ) ( k )

 


 

  
  

    2 14 1 2 1 2 1 12 2 2 1 2 2 2 1 4 
  

  

  كنيم:ه از تفكيك متغيرها مسئله را حل مياستفادبا  »4«ـ گزينه 9

  sin t(x, t) F(x)G(T) F G F G sin t F k F kx A
G G
              


  

)با توجه به شرط اوليه , t)  :داريم  F( ) A F(x) kx        
sint(G G)k sin t G G
k

        

t  با حل معادله مرتبه اول داريم: tcos t sin t cos t sin tG(t) c e (x, t) kx(c e )
k k

  
     1 12 2  

,x)ه به شرطبا توج ) x :داريم (x, ) kx(c ) x kc kc
k

        1 1 1
1 1 112 2 2  

cرسد طراح سؤال با فرضبه نظر مي 1 tk  مسئله را حل كرده است. با اين فرض داريم:1 (x, t) x(e cos t sin t)     
1 1
2 2  

  

  

uرزي ناهمگن مسئله را با تغيير متغيربا توجه به شرايط م »4«ـ گزينه 10 v w  كنيم. با توجه به اينكه بايد روابطميحلw
x






2
2   وw

y





2
2  برقرار

,w(x تابع باشد y)گيريم:را به صورت مقابل در نظر مي  w(x, y) Axy Bx Cy D     
xشرايط مرزي به ازاي  وx      كنيم:اعمال ميwرا به4

w( , y) y c , D w Axy Bx y       3 3 3   
w( , y) y A A , B w x y       4 3 2 2 3  

yاكنون شرايط مرزي روي  ،y    كنيم:محاسبه ميvوwرا براي3
w(x, ) x v(x, ) u(x, ) w(x, )    2      
w(x, ) x v(x, ) u(x, ) w(x, )     3 2 6 3 3 3   

  برابر صفر شدند لذا داريم:vبا توجه به اين كه تمامي شروط مرزي
  v(x, y) u(x, y) x y u( , , ) u( , , ) ( ( ) ( / )) ( ( ) ( / ))          2 3 1 2 5 3 5 2 1 3 2 5 2 3 3 5 2    

  
  گيري داريم:ي انتگرالبا توجه به فرم عبارت داخل انتگرال و بازه »1«ـ گزينه 11

sin xdxI f (x)sin xdx , f (x)
x(x ) x(x )

 

 
        

   2 2
11

1 1
  

iazf((مجموع مانده (z)e در قطب(هايي كه روي محور حقيقي قرار دارندi مجموع مانده)iazf (z)e هايي كه بالاي محور حقيقي قرار دارند) در قطبi2(mI I   

iz
iaz

z
ef (z)e z i

z(z ) z i

    
     

      
2 1


IÀK‰¤

Â£Ã£e n¼d¶ Á»n
Â£Ã£e n¼d¶ Á¯IM
Â£Ã£e n¼d¶ ¸ÃÄIQ

  

i( )
iaz

z

eRes (f (z)e )
( )

  


11


 
  

i(i)
iaz

z I

e eRes (f (z)e )
(i)(i i)




  

 

1

2  m
eI I ( i ( ) i ( )) ( e )



        

1 12 1 12  
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n  گيري از رابطه داده شده داريم: با مشتق  »3«ـ گزينه 12

n
nq

( q)








 1

2
1

1
1

   

iqازاي به 


1
  داريم:  2

n n

n n

i i in ( ) n( ) ( ) ( )
i i( ( )) ( )

 


 

  
    

 
 

 1
2 21 1

1 1 1 1 1
1 12 2 21 12 2

i i( )( ) ( )( ) ( i)i i
i i( )

 
      

 2
1 1 1 4 1 112 2 2

2

 

  
  ر داريم: با توجه به قضيه تيلو »2«ـ گزينه 13

n

n

zsinh z
( n )!




 


2 1

2 1 n
n

(z )f (z) (z ) sinh
z ( n )!(z )







    

  


33
2 1

1 11 1 2 1 1
 

fدست آمده براي هبا توجه به عبارت ب (z) اين تابع در ،z 1  .قطب دارد  

|z| z

iI f (z)dz Res f (z)
i i  


    
  2 1
1 2   

fمانده (z) در نقطهz 1 برابر خواهد بود با ضريب
z 

1
z). بنابراين عبارت1 ) z)را برحسب31 )1 كنيم: بازنويسي مي  

(z ) (z ) (z ) ( )(z ) ( ) (z ) ( )          3 3 3 2 2 31 1 2 1 3 2 1 3 2 1 2   

n
n

(z ) (z ) (z )f (z)
( n )!(z )






     


 


3 2
2 1

1 6 1 12 1 8
2 1 1 z

iRes f (z) I ( )
! ! i


       

1
6 8 29 9 183 1  

  
  آوريم:هاي مخرج كسر را به دست ميابتدا ريشه »1«ـ گزينه 14

,
cosh sinz z cosh ( cosh ) (cosh ) sinh z cosh sinh

             2 2 2 2
12

2 1 2 12 1 1 2 1 4 4 1 1 4 1 1 12  

z cosh sinh e / ,z cosh sinh e /     1 1
1 21 1 2 72 1 1 37    

fهاي عبارتبنابراين قطب (z) عبارتند ازz e ,z e ,z  1 1
1 2 3 .  

/با توجه به شرط | z | / 5 1 5هايتنها قطبz ,z2   . به همين دليل داريم:گيرندگيري قرار ميدرون ناحيه انتگرال 3

z ez z z z z z
I Resf (z) Resf (z) Resf (z) I Res

z (z e)(z e ) e (e e ) e sinh   

 
        

  2 3 1
4 1 4 1 4

1 1 1
2 1

  

  

xيدانيم كه خطوط ثابت با معادلهمي »3«ـ گزينه 15 c تحت نگاشتsin z به هذلولي به فرمولu v
sin c cos c

 
2 2
2 2 شود. لذا هذلولي تبديل مي 1

x y
sin c cos c

 
2 2
2 2 sinتحت نگاشت  1 z1 به خطu c  كنيم.را اثبات ميتبديل خواهد شد. اما براي كساني كه اين مطلب را حفظ نباشند، مطلب  

zكنيمفرض مي x iy وw u iv باشد. به جايw sin z zتبديل 1 sin w گيريم:را در نظر مي  

x y

sin u cosh v cos usinh vz sin w sin u cosh v icos usinh v
sin c cos c

     
2 2 2 2

2 2 1   

coshدانيمبا توجه به اين كه مي c sinh c 2 2 لذا پاسخ مسئله  م،يرسيمذكور م يبه تساو cميقرار دهuيدر عبارت به دست آمده اگر به جا. 1
u cخواهد بود«  
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