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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   معادلات ديفرانسيل

   ) 1آزمون(      
  
  نماييم: و سپس تبديل لاپلاس آن را محاسبه مي زير بازنويسي كردهتابع داده شده را به فرم  »3«ـ گزينه 1

  at at at at at at at atf (t) (e e ) e e .e e e e          2 2 2 2 22 2   
  at at at atF(s) L[(e e ) ] L[e ] L[e ] L[ ]      2 2 2 2 1´ÄoÃ¬Â¶t°Q¯®ÄkLU   

  s (s a) s (s a) (s a) (s a) s as s as (s a ) a
F(s)

s a s a s s (s a ) s (s a ) s (s a )

          
     

    

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 4 8
2 2 4 4 4

   

  

  گيري از تبديل لاپلاس داريم: ه انتگرالطبق قضي »1«ـ گزينه 2
ss s

sin x s s
L[ ] L[sin x]ds ds tan | tan

x s

     
     

   1 1
2 2 2   

  
  نماييم: عبارت داده شده را بازنويسي كرده و سپس لاپلاس معكوس آن را محاسبه مي »2«ـ گزينه 3

  s s s (s )
L [ ] L [ ] L [ ] L [ ]

s s (s ) (s ) (s )

        
  

        
1 1 1 1

2 2 2 2
6 4 6 4 6 4 6 2 2 4

4 12 2 4 12 2 16 2 16
   

  
atL [F(s a)] e L [F(s)]s (s )

L [ ] L [ ]
s s (s )

     
  

   

1 11 1
2 2

6 4 6 2 8
4 12 2 16

   

  t t t(s ) s s
L [ ] e L [ ] e ( L [ ] L [ ]) e ( cos h t sin h t)

(s ) s s s

     
    

    
1 2 1 2 1 1 2

2 2 2 2
6 2 8 6 8 46 2 6 4 2 4

2 16 16 16 16
   

  

Lnاستفاده كرده و تابع صورت مسأله را به فرم Lnاز خواص تابع »1«ـ گزينه 4 s Ln (s ) 21 كنيم. طبق نكته گفته شده در كتـاب، در  بازنويسي مي 92
  گيري از تبديل لاپلاس استفاده كرد. پس داريم: ، بايد از قضيه مشتقLnمواجهه با تبديل معكوس توابع

  
L [F(s)] L [F (s)]

t s s
f (t) L [Ln s Ln (s )] L [ ] (L [ ] L [ ])

t s t ss s

  
            

 

1 11
1 2 1 1 1

2 2
1 1 1 1 192 9 9

   

  cos h t
f (t) ( cos h t)

t t


   

1 3 11 3   
  

stL[fبنابر تعريف تبديل لاپلاس »2«ـ گزينه 5 (t)] e f (t) dt
    :در نتيجه داريم ،  

  
cos

sin
t

s
cos ( t) s

I e sin ( t)dt L[sin ( t)] | L[ ] L[ ] L[cos ( t)] ( )
s s

 
 




      


2 1 2
4 2 2 2

4 2
1 4 1 1 1 12 2 1 42 2 2 2 16

    

  
s s

s s
I | | I

( )s (s ) s (s ) 
 

     
 

2 2
4 42 2

1 16 8 8 1
2 4 16 16 1616 16

   

  
  گيريم: از طرفين معادله، تبديل لاپلاس مي »1«ـ گزينه 6

  L[f ] s L[f ] sf ( ) f ( )d y
L[ ] L[y] L[ ] s L[y] sy( ) y ( ) L[y]

sdx

          
22

2
2

11       

  sy( ) , y ( ) s s
(s ) L[y] s L[y] Y(s) L[y]

s ss s (s ) s (s )

   
          

  

2 211 2
2 2 2

1 1 1 11
1 1 1

   oM ´Ãv£U ¸Ã o‡   

  
  گيريم:  گيريم و از قضيه تبديل لاپلاس مشتقات تابع كمك ميلاپلاس مياز طرفين معادله، تبديل  »1«ـ گزينه 7

  L[f ] s L[f ] sy ( ) y ( ) sL[y ] L[y] L[ (t )] s L[y] sy( ) y ( ) L[y] e
             

2 22 1 2      

  
s

y( ) , y ( ) s s s e
s L[y] s L[y] e L[y](s ) s e L[y]

s


    

         


1 2 2
2
22 1 2

1
     

  
as

a t t a
s L [e F(s)] u L [F(s)]|(t)s e

y(t) L [ ]
s s

  
 

    
 

1 1
1

2 22
1 1

´ÄoÃ¬Â¶t¼§•¶t°Q¯   

  
t t

y(t) cos ht u (t) L [ ]| cos ht u (t)sin h(t )
s


 

    


1
1 12 1

12 2 1
1
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تبديل لاپلاس و كاربردهاي آنفصل چهارم:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  جايي داريم:مي جابهبا نوشتن انتگرال داده شده با ك »2«ـ گزينه 8

  
stL[f (t)] e f (t) dtt tt

s
I e ( x sin (t x)dx)dt I L[ x sin (t x)dx]|

  



      3 2 2

3


  
   

  با توجه به تعريف ضرب پيچشي خواهيم داشت:

  
tL[ f (x)g(t x)dx f g* L[f g] L[f ]L[g]*

s s
I L[t sin t]| I (L[t ]L[sin t])|*

  
 


   2 2

3 3
   

  
s

.I ( )|
s s    

 33 2
2 1 2 1 1

27 9 1 1351
   

  
  بنا بر تعريف ضرب پيچشي داريم:  »1«ـ گزينه 9

  t
f (t) (t x) sin x dx t sin t L[f (t)] L[t sin t]* *     3 3 32 2 2


´ÄoÃ¬Â¶t°Q¯ ®ÄkLU   

  L[f g] L[f ]L[g]* ! .L[f (t)] L[t ]L[sin t]
s s s (s )

   
 

3
4 2 4 2

3 2 122
4 4

   

  
  به داخل انتگرال داريم:  teبا انتقال جمله »2«ـ گزينه 10

  t L[f g] L[f ]L[g]t u t t* Y(s)
F(s) L[ e y(u)dy] L[e y(t)] F(s) L[e ]L[y(t)]* s

    
 1

    
  

fابتدا از »1«ـ گزينه 11 (t) كنيم:ته و سپس از خواص تبديل لاپلاس پيچش استفاده ميتبديل لاپلاس گرف  
  L[f g] L[f ]L[g]*L[f (t)] L[t t t] L[f (t)] L[t]L[t]L[t] (L[t])**

    3   

  
L[t]

s t
L[f (t)] ( ) f (t) L [ ]

!s s s


     

2
1 53 1

2 6 6
1 1 1

5
´ÄoÃ¬Â¶ t°Q¯t¼§•¶    

  
  گيريم:از معادله داده شده، تبديل لاپلاس مي »3«ـ گزينه 12

  
t

dy
L[ ] sL[y] y( )t dt

L[y]
L[ y(t)dt

s

dy L[y]
L[ ] L[ y(t)dt] L[ ] sL[y] y( )

dt s s
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s

y( ) ss s
(s ) L[y] y( ) L[y] L[y]

s s s s s s

 
        

 

221 1
2 2

1 1 1 1 11
1 1


nkMo† ¸Ã o‡

   

  s
y(t) L [ ] L [ ] cos t sin t

s s

     
 

1 1
2 2

1
1 1

´ÄoÃ¬Â¶ t¼§•¶ t°Q¯   
  

  كارگيري رابطه انتگرالي داده شده داريم: با به »2«ـ گزينه 13

  
s

s
s s

(s )e
F(s) ( (s ) e )

s ( e ) s ( e )




 
 

    
 2 4 2 4
1 1 11 1

1 1

st
st

s s

(st ) e
F(s) L[f (t)] te dt ( ) |

e e s




 


   
 

1 1
4 4 2

1 1 1
1 1 

   

  
fدانيم كه ضرب پيچشيمي »1«ـ گزينه 14 g* توان به فرم انتگراليرا ميt

f (t x)g(x)dx           نوشـت. از مقايسـه ايـن فـرم نمـايش پـيچش بـا جملـه

tبريم كهانتگرالي معادله پي مي
(t x) y(x)dx t y(t)*  حالا ضمن جايگذاري .t y(t)* گيريمدر معادله، از طرفين تساوي تبديل لاپلاس مي  :  

  y(t) t y(t) sin t L[y(t)] L[t y(t)] L[sin t]* *    2 2´ÄoÃ¬Â¶ ®ÄkLUt°Q¯      
  L[f g] L[f ]L[g]* Y(s) L[t]L[y(t)] Y(s) Y(s)

s s s

     
 2 2 2
2 1 2

4 4
   

  ss s s
Y(s) ( ) Y(s) (s ) Y(s)

s s s (s ) (s )

       
   

22 2 212
2 2 2 2 2
1 2 2 21 1

4 4 1 4
oM ´Ãv£U ¸Ã oŠnkMo†¸Ã o‡    

s  را به كسرهاي جزئي تجزيه كنيم، براي اين منظور داريم:  Y(s)حالا بايد As B Cs D

(s ) (s ) s s

 
 

   

2

2 2 2 2
2
1 4 1 4

    

  s (As B) (s ) (Cs D)(s ) (A C)s (B D)s ( A C)s ( B D)

(s ) (s ) (s ) (s ) (s ) (s )
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   معادلات ديفرانسيل

 قايسه صورت كسرهاي طرفين تساوي داريم: حالا با م

 

A C

B D
A , B , C , D Y(s)

A C s s
B D

 
               
  

2 2

2 8
2 2 8 3 3

4 3 3 1 4
4



 



  

 sin t
y(t) L [ ] sin t sin t sin t

s s




        
 

1
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2 8 2 2 43 3 23 3 2 3 31 4

´ÄoÃ¬Â¶ t°Q¯t¼§•¶   
  

  گيريم: از طرفين معادله، تبديل لاپلاس مي »3«ـ گزينه 15

  Y(s) L[y(t)]L[sin t] Y(s) Y(s)
s s s

     
2

1 1 1
1

t
L[y(t)] L[ ] L[ y(x)sin (t x)dx] Y(s) L[y(t) sin t]*s

     
11


   

  t
y(t) L [ ]

s s

    
21

3
1 1 1 2

´ÄoÃ¬Â¶ t¼§•¶ t°Q¯s s
( ) Y(s) Y(s) Y(s)

s s ss s s s


        

 

2 2

2 2 3 3
1 1 1 1 1 11

1 1
   

  
با توجه به قضيه مقدار نهايي در لاپلاس داريم: »1«ـ گزينه 16

s
f ( ) lim sF(s)


 


  توان نوشت:. پس مي

  
s s s

(s ) s
f ( ) lim s F(s) lim s lim

s (s s ) s s  

 
      

   2 2
1 1 1 11 1 522 2 2 2  

     

  
  پلاس مشتقات تابع داريم: طبق قضيه تبديل لا »3«ـ گزينه 17

  t a (t a) s sL[ (t )] s e se            L[f ] sL[f ] f ( ) L[s (t )] sL[ (t )] ( )
                

  

sinانتگرال خواسته شده برابر با تبديل لاپلاس تابع »4«ـ گزينه 18 ax

x
sبه ازاي     :است  

  s
ss s

sin ax a s s sin ax
L[ ] L[sin ax]dx dx tg | tg ( )

x a a xs a

      
        

  1 1
2 2 2 2 2




   
  

asبه كمك قضيه دوم انتقال داريم  »1«ـ گزينه 19
a(L [e F(s)] u (t) L [F(s)] )

t t a
  

 
1 1:  

  s
t t t t

g(t) L [e ( )] u (t) L [ ]| u (t) ( t ) |
s ss s

  
   

     1 4 1
4 42 2 4 4

2 5 2 5 2 5   

  t
g(t) u (t) ( (t ) ) u (t) ( t )

t t

 
         

4 4
42 4 5 2 3 2 3 4

    

  
y(t)انتگرال سمت راست تساوي، ضرب پيچشي »1«ـ گزينه 20 sin t*     است. بنـابراين معادلـه بـه صـورتy(t) t y(t) sin t* 2    .قابـل نوشـتن اسـت   

L[fحالا از طرفين معادله جديد تبديل لاپلاس گرفته و توجه داريم كه g] L[f ]L[g]* .  

  L[y(t)] L[t ] L[y(t)]L[sin t] L[y(t)] L[y]
s s

    


2
3 2
2 1

1
   

  
s

ss (s )
L[y(t)] L[y(t)]

s s s




   


2
2

12 2

2 3 5
2 2 1

1

nkMo† ¸Ã o‡s
L[y(t)]( ) L[y(t)] ( )

s s s s
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2 3 2 3
1 2 1 1 21

1 1
     

      

  t t t
L[y(t)] y(t) L [ ] y(t) t

!s s s s

          
2 4 41 2

3 5 3 5
2 2 2 2 2 2

2 4 12
´ÄoÃ¬Â¶ t°Q¯ ®ÄkLUt¼§•¶   
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تبديل لاپلاس و كاربردهاي آنفصل چهارم:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

   ) 2آزمون(      
  

sinدانيم كه تبديل لاپلاس تابعمي »3«ـ گزينه 1 t برابر
s 2

1
1

atL[e،است. همچنين از قضيه اول انتقال  f (t)] F(s a) تبديل لاپلاس ؛ate sin t  نيز

برابر
(s a) 2

1
1

   دهيم و داريم:اين دو عبارت را برابر هم قرار مياست. حالا  

  a

a a

a b b(s a) s as a s s b 

       
          

322 2 2 2
2 6 31 1 1

1 11 2 1 6 
        

  
fضابطه تابع »3«ـ گزينه 2 (t) زير است:  به صورت  

  

t t

t
f (t) ( t ) ( u ) (u u ) (u u ) u f (t) (t ) u u u t

t

t

   
                    
 

1 1 2 2 3 3 1 2 3

2 1
1 1 2 2 1 3 2 1 2 41 2 3
3 3



   

  L[f (t)] L[ (t )u u u t] L[ ] L[u (t )] L[u ] L[u ] L[t]            1 2 3 1 2 32 1 2 4 2 1 1 2 4´ÄoÃ¬Â¶ t°Q¯ ®ÄkLU    

  
as

a
s s

L[u (t)f (t)] e L[f (t a)] s s s se e
L[f (t)] e L[t] L[f (t)] e ( ) e e

s s s s s ss s s

  
                

2 3 2 3
2 2 2

2 1 2 1 2 4 12 4   

  
  گيريم: كنيم و سپس تبديل معكوس ميابتدا كسر را تجزيه مي »1«ـ گزينه 3

  s (s )
As (s ) Bs (s ) C(s ) (Ds E)s


        

3 2 1 2 2 2 2 31 1 1 1nkMo†¸Ã oŠA B C Ds E
F(s)

ss (s ) s s s


    

 3 2 2 3 2
1

1 1
   

  (A D)s (B E)s (A C)s Bs C        4 3 21   
  آوريم: دست ميها را بهرا در دو طرف تساوي برابر قرار داده و ثابت s4تا s،s1حالا ضرايب

  C

B

A

s C

s B
s

s A C A C A
ss (s ) s s

s B E B E E

s A D A D D







  

  
              

 
        


       

1

12
3 2 3 2

3

14

1

1 1 1
1 1 1

1









 



   

  s s t
L [ ] L [ ] L [ ] L [ ] cos t

s ss s s s

   
          

 

21 1 1 1
3 2 3 2

1 1 1 1 1 21 1
´ÄoÃ¬Â¶t¼§•¶t°Q¯   

  
)تـر از صـفر اسـت   كنيم (چون دلتاي مخرج كوچككسر داده شده را ساده مي »4«ـ گزينه 4 )   16 2 4        بايـد مخـرج را بـه صـورت مربـع كامـل ،

  بنويسيم):

  s s (s ) (s ) (s ) (s )
F(s)

(s s ) ((s ) ) ((s ) )

         
  

     

2

2 2 2 2 2 2
4 3 1 3 2 2 1 2 1
4 5 2 1 2 1

   

  ((s ) ) (s ) (s ) (s )
F(s) f (t) L [ ]

((s ) ) (s ) (s )

       
    

     
1

2 2 2 2
2 1 2 1 2 1 2 1

2 1 2 1 2 1
´ÄoÃ¬Â¶ t¼§•¶ t°Q¯   

  
atL [F(s a)] e L [F(s)] t ts s s

f (t) e L [ ] e L [ ]
s s (s )

        
   

  

1 1 2
2 1 2 1

2 2 2 2
1 1 1
1 1 1

   

dعبارت درون پرانتز برابر s
( )

ds s


2 1
  گيري از تبديل لاپلاس داريم: است. از طرفي طبق قضيه مشتق 

  L [F (s)] tL [F(s)] t t t ts s s
f (t) e L [ ] e ( t L [ ]) te L [ ] f (t) te cos t

(s ) s s

          
      

  

1 1 2
2 1 2 1 2 1 2

2 2 2 2
1
1 1 1

    

  



 

5 

كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   معادلات ديفرانسيل

L[fدانيم كه طبق قضيه تبديل لاپلاس مشتقات تابع،مي »4«ـ گزينه 5 ] s L[f ] s f ( ) sf ( ) f ( )    3 2    ت. اس  
به sازايدر صورت حدگيري از طرفين تساوي به

s s
lim L [f ] lim (s L[f ] s f ( ) sf ( ) f ( ))
 

     3 2     رسـيم كـه مطـابق بـا آنچـه كـه در       مـي

  داريم:  سمت راست آن سازيدرسنامه دوم گفته شد، سمت چپ تساوي برابر صفر است و با ساده
  

s s
lim (s L[f ] s f ( ) sf ( ) f ( )) f ( ) lim (s L[f ] s f ( ) sf ( ))
 

          3 2 3 2         

fحالا بايد ( )وf ( )   :را محاسبه نماييم  

  s s

f ( )

s ss

f ( ) lim sF(s) lims
s (s )

f ( ) lim (s L[f ] sf ( )) f ( ) lim s L[f ] lim s
s (s )

 

 

   

 



 

    

       
 

2

2 2 2
2

1
4

1
4

   

fبنابراين رابطه ( )  به
s

f ( ) lim s L[f ]


  3 شود. در نتيجه با محاسبه اين حد، بهساده ميf ( )  كنيم:  دست پيدا مي  

  
s

f ( ) lim s
s (s )




  


3
2

1 1
4

         

  

stF(s)با توجه به تعريف تبديل لاپلاس »1«ـ گزينه 6 e f (t) dt
    :انتگرال مفروض برابر است با ،  

  s
f (t)t t L[ ] L[f (t)]ds

t tt
s ss

e cos t e cos t
I e dt L[ ]| I ( L[e cos t]ds)|

t t

 
 

 
     2

2 2
  

  I Ln Ln Ln   
1
2 15 5 52s s sss

s s
I ( ( )ds)| ([Ln (s ) Ln (s )]| ) | Ln | Ln

s s s

 
 


         

  
 2

2 2 22 2
1 1 1 11 11 2 51 1

   

  
steصورترا بهyاگر تبديل لاپلاس »2«ـ گزينه 7 y(t)dt

    تعريف كنيم، انتگـرالy(t)

   همـان

s
L[y(t)]|       اسـت. از معادلـه داده شـده تبـديل

  گيريم:  لاپلاس مي

  L[y ] s L[y] sy( ) y ( )
L[y ] L[y ] L[y] L[( sin t] (t )]

L[y ] sL[y] y( )

          
  

2
2 2 2

 


   

  s
s L[y] sy( ) y ( ) sL[y] y( ) L[y] e ( sin )


        2 22 2 2     

  
s

sy( ) y ( ) s e
(s s ) L[y] s e L[y]

s s




   
       

 

21 2 2
2
2 32 2 3

2
    

y(t)dt    دهيم: مقدار صفر مي sبه L[y]حالا در
 

 
2 3 5

2 2
   

  

steبا توجه به اينكه »2«ـ گزينه 8 f (t)dt
   تبديل لاپلاس تابعf (t)   است، پس انتگرال خواسته شده تبـديل لاپـلاسy(t)5  بـه ازايs 1   اسـت. بـا

  از طرفين معادله ديفرانسيل داريم: گرفتن تبديل لاپلاس 
  y y y t( u (t)) L[y ] L[y ] L[y] L[t ( u (t))]            2 2 1 2 2 1   

L[yاز قضيه تبديل لاپلاس مشتقات تابع، ] sL[y] y( )    وL[y ] s L[y] sy( ) y ( )   2   باشـد كـه بـا توجـه بـه شـرايط اوليـه داده شـده،         مي
L[y ] sL[y]  1 وL[y ] s L[y] s  2 شوند. با قرار دادن اين دو در تساوي فوق داريم: حاصل مي  

  
as

aL[u (t)f (t)] e L[f (t a)] ss L[y] s sL[y] L[y] L[tu (t)] (s s ) L[y] s e L[t ]
s s

  
              2 2

2 2
1 12 2 2 2 2 2   

  ss(s s ) L[y] s e ( ) L[y] e ( ) e ( )
ss s

  
                  12

2 2
1 12 2 2 5 1 1 2 1 4 1ÁnHm«ÄI]   
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تبديل لاپلاس و كاربردهاي آنفصل چهارم:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  داريم: انتگرال داخلي را به فرم ضرب پيچشي نوشته و سازي سادهكمي با  »2«ـ گزينه 9

  x x(x t) x x (x t)I e .e sin t dtdx e ( e sin t dt)dx
        6 5 5 6
   

   

  
x stf g f (x t)g(t)dt e f (t) dt F(s)* x x x

s
I e (e sin x)dx I L[e sin x]|* *

 


    


 
    5 6 6

5   

  L[f g] L[f ]L[g] x*
ss

.I (L[e ]L[sin x])| ( )|
s s


      

 
6

55 2
1 1 1 1

6 25 1 261
   

  
  كنيم: ، به صورت زير عمل ميروض به كمك قضاياي تبديل لاپلاسبراي محاسبه تبديل لاپلاس تابع مف »3«ـ گزينه 10

  s
f (t) xL[ ] L[f (t)]ds

xt
s s

cos x e s
L[ ] L[cos x e ]ds ( )ds

x ss

   
    

  2
1

11
   

  
ss

s s s
[ Ln (s ) Ln (s )]| Ln | Ln Ln

s s s

   
       

  

2 2
2

2
1 1 1 11 12 1 1 1

   

  
t L[f (t)] x xL[ f (t)dt] ts cos x e cos x e s

L[ ( )dx] L[ ] Ln
x s x s s




   
  


 2

1 1 1
1

   

  
  ل از قضاياي اول انتقال، تبديل لاپلاس مشتقات تابع و تبديل لاپلاس پيچش استفاده كرده و داريم:ؤابراي حل اين س »1« ـ گزينه11

  atL[e f (t)] F(s a)t
s s

d d
F(s) L[e (sin t cos t)] F(s) L[ (sin t cos t)]|* *dt dt

 
    1   

  L[f ] sL[f ] f ( )
s s

F(s) (sL[sin t cos t] sin ( ) cos ( ))|* *
    

    1   
  sin ( ) cos ( ) L[f g] L[f ]L[g]* *

s s
F(s) (s )(L[sin t cos t]| )*

   
    11   

  
s s s s

s s (s ) s.F(s) (s ) (L[sin t]L[cos t])| (s ) ( )| (s ) F(s) ( )
s s ((s ) ) [(s ) ] s s   

  
        

       

2
2

1 2 2 2 2 2 2 21
1 1 1 11 1 1

1 1 1 1 1 1 2 2
   

  
  گيريم و داريم: از معادله ديفرانسيل انتگرالي داده شده تبديل لاپلاس مي »2«ـ گزينه 12

  x
L[y ] L[y] L[ y(t)dt]   2


   

L[yاز قضيه تبديل لاپلاس مشتقات تابع، ] sL[y] y( )    است كه با فرضy( ) 1نتيجه ،L[y ] sL[y]  1 .همچنين طبـق قضـيه تبـديل     است

xلاپلاس انتگرال L[y(x)]
L[ y(t)dt]

s
   :است. پس داريم  

  s s
L[y]

s s (s )
  

  2 22 1 1
L[y] s s

sL[y] L[y] L[y] (s ) L[y] ( )
s s s

 
         

21 2 11 2 2 1 1   

  

Tاين تابع متناوب با دوره تناوب »1«ـ گزينه 13  tدوره تناوبش برابر است و ضابطه آن در يك 4

t

 
  

2 2
2 2 4
       اسـت. حـالا از رابطـه تبـديل لاپـلاس

  توابع متناوب استفاده كرده و داريم: 

  
T st

sT
F(s) e f (t)dt

st ste
s

F(s) ( e dt e dt)
e









 




  

  
1

2 41
4 2

1 2 2
1

   

  
st st

s s s
s s

e e
F(s) ( | | ) ( ( e ) (e e ))

s s s se e

 
  

 
      

 
2 4 2 4 2

24 4
1 2 2 1 2 21

1 1
   

  s s s s s
s s

F(s) ( e e e ) ( e e )
s ( e ) s ( e )

    
 

       
 

2 4 2 2 4
4 4

2 21 1 2
1 1

   

  s s s s s
e ( e ) ( e )s

s s s s

( e ) ( e )
F(s) ( e ) F(s) F(s)

s ( e ) s ( e ) ( e ) s ( e )

    
   

   
 

      
   

4 2 2 2 2 21 1 12 2
4 2 2 2

2 2 1 2 11
1 1 1 1
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   معادلات ديفرانسيل

tبا بازنويسي جمله انتگرالي »2«ـ گزينه 14 t xe y(x)dx  به فرم ضرب پيچشيte y(t)* گيريم: در معادله، از طرفين تساوي تبديل لاپلاس مي  

  t ty(t) e y(t) t L[y(t)] L[e y(t)] L[ t ]* *      2 3 2 3´ÄoÃ¬Â¶t°Q¯ ®ÄkLU     

  L[f g] L[f ]L[y] L[y(t)] Y(s)t* L[y(t)] L[e ]L[y(t)] L[t] L[ ] Y(s) Y(s)
s ss

         
 2
1 2 32 3 1 1   

  s s s
Y(s) ( ) Y(s) ( )

s ss s

   
   

 2 2
1 2 3 1 1 2 31 1 1   

  
s

ss s ( s) (s ) s s
Y(s) Y(s)

s ss s s s s


     

       


1 2

2 3 3 2 3
2 3 2 3 1 3 5 2 3 5 2

1
nkMo†¸Ã o‡

   

  t
y(t) L [ ] t t t

s s s

            
21 2

2 3
3 5 2 23 5 3 52

´ÄoÃ¬Â¶ t°Q¯t¼§•¶   
  

  گيريم: از طرفين معادله تبديل لاپلاس مي »2«ـ گزينه 15

  tt t t td d
L[f (t)] L[te ] L[ f (t ) e d ] F(s) L[e ] L[f (t) te ] F(s) ( ) F(s) L[te ]*ds ds s

                

1

1
   

  td
F(s) F(s) ( L[e ]) F(s) F(s) ( ( ) )

ds s(s ) (s )

        
 2 2

1 1 1
11 1

   

  F(s) F(s) ( ) F(s) ( )
(s ) (s ) (s ) (s )

     
   2 2 2 2
1 1 1 11
1 1 1 1

   

  s s s (s )
F(s) F(s) F(s) ( )

s (s ) s s(s ) (s ) (s ) (s )

   
       

    

2

2 2 2 2
2 1 1 1 2 1 1 1 1 1

2 2 21 1 1 1
   

  tf (t) L [ ] ( e )
s s

     


1 21 1 1 1 12 2 2
´ÄoÃ¬Â¶ t¼§•¶ t°Q¯   

  
  به كمك خواص كانولوشن داريم:  »2«ـ گزينه 16

  L [FG] L [F] L [G] s s* f (t) L [e cot (s )] L [e ] L [cot (s )] (t) L [cot (s )]* *
                  

1 1 1 1 3 1 1 3 1 1 1 1
32 2 2   

  
L [F(s)] L [F (s)]

t d
f (t) (t) ( L [ cot (s )]) (t) ( L [ ])** t ds t (s )

  
   

      
 

1 11
1 1 1

3 3 2
1 1 12

2 1
   

  
at t t

L [F(s a)] e L [F(s)] te e sin t
f (t) (t) L [ ] (t) ( sin t) f (t) (t) e* * *t t ts

   
   

        


1 1 2 21 2
3 3 32

1
1

   
  

t  ي داريم: از قضيه مقدار نهاي »3«ـ گزينه 17 s
lim f (t) lim s F(s)

t s

s
lim i(t) lim s

( )s(s ) (s s )





 


 


   

  2
1 4 4 4

1 5 51 4 5
   

  
fبه كمك نكات گفته شده در درسنامه دوم به محاسبه »3«ـ گزينه 18 ( )،f ( )  وf ( )  پردازيم: مي  

  

s

s s

s
f ( )

s s s

s
f ( ) f ( )

s s s

e
f ( ) lim sF(s) lim s

s

e
f ( ) lim (s F(s) sf ( )) f ( ) lim s F(s) lim s

s

e
f ( ) lim (s F(s) s f ( ) sf ( )) f ( ) lim s F(s) lim s

s

 

  

 

   

   



 




  


 

  


  

      

       

2

2

2

3

2 2 2
3

3 2 3 3

1

1

1 s

s
lim ( e )











   


2
3 1 1

      

fبنابراين نمودار در مبدأ داراي تقعر رو به بالا و مينيمم نسبي است. يعني (t) رو است: صورت روبهاكيداً صعودي است و شكل آن به    
  
  
  

  
t 0

f (t)

f (t)
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تبديل لاپلاس و كاربردهاي آنفصل چهارم:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  كنيم:  مشتق گرفته و سپس معادله جديد را با معادله دوم از دستگاه جمع مي tاز معادله ديفرانسيل اول نسبت به »2«ـ گزينه 19
  x y y cos t x x ( y y ) ( y y ) cos t cos t x x                         2 1 2 2 1 1³»j ¾²jI • ¶ IM ”μ]  

  بنويسيم:  xحالا بايد از معادله، تبديل لاپلاس گرفته و تبديل لاپلاس مشتقات را برحسب لاپلاس

  s L[x] s x( ) sx ( ) x ( ) sL[x] x( )
s

      3 2 1   L[x ] sL[x] x( )

L[x ] s L[x] s x( ) sx ( ) x ( )
L[x ] L[x ] L[ ]

  
     

   3 21 
  

   

  x( ) , x ( ) (s s) L[x] s x ( )
s

         1 3 1    
tبا جايگذاري   ،در معادله اول دستگاه داده شدهx ( )   آيد. دست ميبه  

  s (s )
s (s ) L[x] s L[x]

s s (s ) s

     
 

2 12
2 2 2

1 1 11
1 1

oM ´Ãv£U ¸Ã oŠ       

  L[x] x(t) L [ ] t
s s s s s

       
 

1
2 2 2 2 2
1 1 1 1 1

1 1
´ÄoÃ¬Â¶ t¼§•¶ t°Q¯   

  
  سازي داريم: به داخل انتگرال و ساده te4با انتقال جمله »1«زينه ـ گ20

  
t f (t x)g (x)dx f gt *(t x) t

(x )sin x (x )sin x
f (t) e dx f (t) e *

x x




 

 
   

   4 4
3 32 2   

  L[f g] [f ]L[g]t t*
(x )sin x (x )sin x

L[f (t)] L[e ] L[f (t)] L[e ]L[ ]*
x x



 
   

   4 4
3 32 2´ÄoÃ¬Â¶t°Q¯®ÄkLU   

  as
a

s
sL[ (t) f (t)] e f (a)

sinsin x e
L[f (t)] L[ (x ) ] L[f (t)] e ( ) L[f (t)]

s x s s






 




        
   

22
31 3 1 22

4 2 4 4
2
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   معادلات ديفرانسيل

   ) 3آزمون(      
  نتقال داريم: با استفاده از قضيه ا »2«ـ گزينه 1

  t
s sF(s) L[e ( cos t sin t)] ( L[cos t] L[sin t])|     3

32 5 3 5 2 5 3 5   

  
s s s s

s s (s ) s s
F(s) ( )| | F(s)

s s s (s ) s s s s   
     

       
         32 2 2 2 2 23

5 2 15 2 3 15 2 6 15 2 212 3
25 25 25 3 25 6 9 25 6 34

   

  

d  دهيم:  قرار مي مقدار جايرابطه داده شده در صورت مسأله بهدر  »2«ـ گزينه 2
J (x) J (x)

dx
 1     

  گيري داريم: حالا با لاپلاس

  L[f ] sL[f ] f ( )d
L[J (x)] L[ J (x)] L[J (x)] sL[J (x)] J ( )

dx
       1 1


      

  J ( )

L[J (x)]
s

s
L[J (x)] s

s s





 




     
 2

1
11 2 2

1

1 1 1
1 1

   

  
  داده شده داريم:  F(s)سازي تابعبا ساده »4«ـ گزينه 3

  s s ss s s
F(s) ee ee f (t) eL [e ]

(s s ) ((s ) ) ((s ) )

  
   

     
1

2 2 2 2 2 2
4 4 46 6 6

8 25 4 9 4 9
´ÄoÃ¬Â¶ t¼§•¶ t°Q¯   

  
as

a t t a
L [e F(s)] u (t)L [F(s)]|

t t

s
f (t) e u (t)L [ ]|

((s ) )

  
  

  


 

 

1 1
1

1 2 2 1
46

4 9
    

sلا بايــــد لاپــــلاس معكــــوسحــــا

((s ) )



 2 2
4

4 9
atLرا محاســــبه نمــــاييم. طبــــق قضــــيه اول انتقــــال،  [F(s a)] e L [F(s)]  1  . پــــس1

ts s
L [ ] e L [ ]

((s ) ) (s )

 


  
1 4 1

2 2 2 2
4

4 9 9
s. در گام بعدي بايد لاپلاس معكوس

(s )2 29
مشـتق  ،دست آوريم. توجه كنيد كه اين عبـارت را به 

s



2

1
2

9
 

  گيريم و داريم: گيري از تبديل لاپلاس بهره مياست. پس از قضيه مشتق

  L [F (s)] tL [F(s)] s t sin t
L [ ] tL [ ] t sin t

(s ) s

    


    
 

1 1 1 1
2 2 2

1
3 12 32 3 69 9

  
  نويسيم: حالا جواب نهايي مسأله را به صورت زير مي

  t (t )
t t

f (t) eu (t) (e t sin t)| eu(t ) e (t )sin (t )
       4 4 1

1 1
16 3 1 1 3 16   

  t tf (t) u(t ) e (t )sin (t ) u(t ) e (t )sin (t )         4 5 4 51 1 3 1 1 1 3 1   
  

|sاز آنجا كه  »1«زينه ـ گ4 e | 1 توان عبارتاست پس مي
se

1
1

  را به صورت سري نمايش داد.  

  
s s s ns

s
s

n

e e e e
e

! ! ! n!e

   





      



2 3 41 1 2 3 41 

     

حالا
s

( )
s e

1 1
1

نيز برابر 
ns

n

e

n! s




 1


  با:  است. و تبديل معكوس آن برابر است 
ns ns

n

n n n

u (t)e e
f (t) L [ ] L [ ]

n! s n! s n!

   
 

  
    1 11 1

  
   

  

t

t
u u

f (t) u u

t

t

  

  

      
    


     


2 3
1

1 1

2 1 2

1 52 6 2 3 32 2
5 1 16 8 3 42 6 6 3





    

fبنابراين (t) .به صورت پلكاني است   
  

1 2 3 4

1

2

5
2

8
3

f (t)
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تبديل لاپلاس و كاربردهاي آنفصل چهارم:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

t  توجه به فرم انتگرالي تعريف تبديل لاپلاس داريم: با  »3«ـ گزينه 5
s

sin t sin t
I e dt L[ ]|

t t

 
 

2 2
1

   

sinسپس بايد لاپلا t

t

2
sرا در  1  :محاسبه نماييم  

  cos t s
sin t L [sin t] L [ cos t] ( )

s s

 
     


2 1 2 1

2
1 2 1 1 11 22 2 2 4

    

  s
f (t)

L [ ] L[f (t)]ds
t

s s

sin t s
L[ ] L[sin t]ds ( )ds

t s s

   
   

 
1 2 2

2
1 1
2 4

   

  
ss

sin t s s s
L[ ] [Ln s Ln (s )]| Ln | ( Ln ) Ln

t ss s
  

       
 

2 22
2 2

1 1 1 1 1 442 2 2 2 24 4
   

sحالا حاصل عبارت فوق را به ازاي 1 كنيم:محاسبه مي  t
s

sin t s
e dt Ln | Ln Ln Ln

t s

 



   

12 2
2

1
1 4 1 1 15 5 52 2 2 4

    
  

  گيريم. از معادله ديفرانسيل داده شده تبديل لاپلاس مي »2«ـ گزينه 6

  
d

L[tf (t)] L[f (t)]
dsL[ty ] L[y ] L[ty] L[ (t)]


        

s sd d d
L[y ] L[y ] L[y] e (L[y ] L[y]) L[y ] e

ds ds ds
              

  كنيم:  حالا از قضيه تبديل لاپلاس مشتقات تابع استفاده مي

  L[f ] s L[f ] sf ( ) f ( ) s
L[f ] sL[f ] f ( )

d
(s L[y] sy( ) y ( ) L[y]) sL[y] y( ) e

ds
 


      
  

       
2 2  

  y( ) , y ( ) sd
(s L[y] L[y] s) sL[y] e

ds
          1 2 1   

  L[y] Y s sd
((s )Y s) sY e ( sY (s )Y ) sY e

ds
                2 21 1 2 1 1 1    

  
s

(s )s s s e
(s ) Y sY sY e (s )Y sY e Y Y

s s


                   

 

2 12 2
2 21 2 1 1 1

1 1
oM ´Ãv£U ¸Ã oŠ   

  
  گيريم: از طرفين معادله تبديل لاپلاس مي »3«ـ گزينه 7

  L[y ] L[y] L[ (t)] L[cos t]    34 5 2   

  L[f ] s L[f ] sf ( ) f ( ) s s
s L[y] sy( ) y ( ) L[y] e

s

            


2 2 3
24 5

4
   

  
s

sy( ) y ( ) s ss s e s
s L[y] L[y] e L[y] (s ) e L[y]

s s s (s )

  


              
   

2 342 3 2 3
2 2 2 2 2

54 5 4 5
4 4 4 4

oM ´Ãv£U ¸Ã oŠ   

sحالا طبق قضيه تغيير مقياس؛
L[f (at)] F( )

a a


  داريم:  در نتيجه ؛1

  
sa

s
s s

t t e s
L[y( )] L[y(t)]| L[y( )]

( s) (( s) )



 
    

 

1 6
2

2 2 221
2

1 5 2212 2 2 4 2 4
2

   

  
s st e s e s

L[y( )]
(s ) (s ) s (s )

 
    

   

6 6

2 2 2 2 2 2
1 2 5 1

2 2 84 1 16 1 1 1
    

  

t)طبق خاصيت تابع دلتاي ديراك »2«ـ گزينه 8 a)g(t)dt g(a)    :داريم  sin (t) (t ) dt sin ( ) ( )




 
     2 2 21 1

4 4 22
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   معادلات ديفرانسيل

گيري از تبديل لاپلاس، تبديل لاپلاس از انتگرال، و قضيه اول انتقال به محاسبه تبديل لاپلاس تـابع داده شـده   كارگيري قضاياي انتگرالبا به »1«ـ گزينه 9
  پردازيم:مي

  s
f (t) t tL[ ] L[f (t)]ds

t tt
ss s

e e s s s
L[ ] L[e e ]ds ( )ds Ln | Ln Ln

t s s s s s


          
        

     
2 2 1 1 2 2 1

2 1 1 1 2  

  
t L[f (t)] u u u uL[ f (t)dt] ts e e e e s

L[ du] L[ ] Ln
u s u s s




      
  


2 21 1 1

2   

  
at

s s a
u u u uL[e f (t)] L[f (t)]| t tt

s s

e e e e
L[e du] L[ du]|

u u 
 

   

 
 

  
2 2

3
3   

  
u utt e e (s ) s

L[e du] Ln Ln
u s (s ) s s

    
  

    
23 1 3 1 1 2

3 3 2 3 1   

  
sinكار رفتـه در معادلـه انتگرالـي، ضـرب پيچشـي     انتگرال به »4«ـ گزينه 10 t y (t)*             اسـت. همچنـين تـابع سـمت راسـت تسـاوي بـه كمـك تـابع پلـه
uصورتبه (t) cos t u (t)  2 شود. با جايگذاري اين موارد در معادله، از طرفين تساوي تبديل لاپلاس گرفته و با قضاياي حاكم بر تبـديل  نوشته مي 21

  كنيم:  را محاسبه مي y(t)لاپلاس،

  y (t) sin t y (t) u (t) cos t u (t) L[y ] L[sin t y ] L[ ] L[u (t)] L[cos t u (t)]* *              2 2 2 21 1´ÄoÃ¬Â¶t°Q¯®ÄkLU    
L[f)حالا از قضاياي تبديل لاپلاس از مشتقات تابع ] s L[f ] f ( ))   تبديل لاپلاس ضرب پچيشي توابع ،(L[f g] L[f ]L[g])*   و قضيه دوم انتقـال 

as
a(L[u (t) f (t)] e L[f (t a)])  كنيم:  استفاده مي  

  y( )s s
cos ( ) cos

sL[y] y( ) L[sin t]L[y ] e e L[cos (t )]
s

   
   

       2 2
2

1 2     

  
s s

s se s e s
sL[y] (sL[y]) e L[cos t] L[y](s ) e

s s s ss s s

   
           

  

2 22 2
2 2 2
1 1 1

1 1 1
        

  
s

s s s ss s s s s s
L[y] ( ) e ( ) L[y] e ( ) e

s s s s ss s s s s (s )


         

          
    

2
3

13 3
2 2 2

2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

nkMo†¸Ã oŠ
  

  s ss
L[y] e ( ) e

s s s s s

   
     

2 2 2
4 4 2 4 4

1 1 1 1 1    

  
as

a t t a
L [e F(s)] u (t) L [F(s)]|sy L [ e ]

s s s

  
       

1 1
1 2

2 4 4
1 1 1´ÄoÃ¬Â¶ t°Q¯t¼§•¶   

  
t t t t

t t t t (t )
y t u (t) L [ ]| t u (t) ( )| t u (t)

! s


       

 
        

3 3 3 3 31
2 2 24 2 2

1 2
3 6 6 6 6   
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تبديل لاپلاس و كاربردهاي آنفصل چهارم:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

fتابع ،با توجه به نمودار متناوب داده شده »3«ـ گزينه 11 (t) برابر| cos t fاست. واضح است كه دوره تناوب | (t) نيز ،T       اسـت. بنـابراين از تعريـف

تبديل لاپلاس توابع متناوب يعني
T st

sT

e f (t)dt
L[f (t)]

e









1
 استفاده كرده وF(s) نماييم:  را محاسبه مي  

  st st st
s s

F(s) e | cos t |dt [ e cos t dt e cos t dt]
e e

   
 

  
   2

2

1 1
1 1 

   

steبراي محاسبه انتگرال cos t dt كنيم:  از روش جدول استفاده مي      
  st st st ste cos t dt e sin t se cos t s e cos t dt      2   

  
st

st st st e
(s ) e cos t dt e (sin t s cos t) e cos t dt (sin t s cos t)

s


        

 2
21

1
   

]حالا از جواب انتگرال نامعين فوق استفاده كرده و جواب را در محدوده , ]

2 و[ , ]


2 آوريم:دست ميبه  

  
sst sst e e s

I) e cos t dt (sin t s cos t) | (e ( s))
s s s


    

     
  

22 22 2 2 2
1

1 1 1
     

  
sst ssst se se e

II) e cos t dt (sin t s cos t) | (se e )
s s s


   

 


    
  

2
2

2 2 2
2 2

1
1 1 1

   

  
s ss

F(s)
s

s e se e
F(s) ( )

e s s

 
 


 

  
  

2 2
2 2

1
1 1 1

njÁnHm«ÄI]   

  
s

ss
s s

s e
F(s) (s ( e ) e )

e s s ( e ) (s )





 

     
    

22
2 2 2

1 1 21 2
1 1 1 1 1

   

  

*g(t)جمله سمت چپ تساوي، ضرب پيچشي »3«ـ گزينه 12
t

را  g(t)ز معادله، تـابع گيري ااست. اين عبارت را در معادله جايگزين كرده و با لاپلاس 1

  نماييم: محاسبه مي

  g(t) t t L[ g(t)] L[ ] L[t] L[t ]* *t t
      2 21 11 1´ÄoÃ¬Â¶t°Q¯ ®ÄkLU     

  

( ) ( )
L[ ] L[t ]

t
L[f g] L[f ]L[g]* s s sL[ ]L[g(t)]

st s s



 

    
   

    

1
2

1 1 112 2 2

1 111 2 2

2 3
1 1 1 2  

  
s

s s s
L[g(t)] L[g(t)] ( ) ( )

s ss s s s
s s s s


         

 

1
2 1 1 1

2 2 2
1 2 3 2 3 1 3 5
2 2 2 2

1 1 2 1 2 1 1 1 2nkMo†¸Ã o‡
   

  
t

L [ ]
( )s t t t

g(t) L [ ] g(t) ( )
( ) ( ) ( )

s s s







 

  
       

    

1
1

1 1 31
2 2 211

1 1 31 1 12 2 2

1 1 1 2 1 2
1 3 5
2 2 2

´ÄoÃ¬Â¶ t°Q¯t¼§•¶  

  
( ) , ( ) ( ) , ( ) ( ) ( ) t t t

g(t) ( ) ( t t t )
t t

 
             

      
   

1 3 1 1 5 3 3 3 1 1 3
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 4 1 1 2 1 1 821 3 3

2 4

    

  









st

st

st

e cos t

se sin t

s e cos t









2

¢Tz¶ −Ho«Tº H
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   معادلات ديفرانسيل

  گيريم: از طرفين معادله، تبديل لاپلاس مي »2«ـ گزينه 13

  
t
(t ) f ( )d t f (t)t *tL[f (t)] L[e ] L[ (t ) f ( )d ] F(s) L[t f (t)]*

s

   
        


1

1



   

  L[f g] L[f ]L[g] s* s
F(s) L[t]L[f (t)] F(s) F(s) s F(s) F(s)

s s ss

        
  

2 22
2

1 1 1
1 1 1

nkMo† ¸Ã o‡   

  s s s
(s ) F(s) F(s)

s (s ) (s ) (s ) (s )
     

    

2 2 2
2

2 21 1 1 1 1 1
   

  نويسيم:  را به صورت كسرهاي جزئي مي F(s)تابع

  A B C A(s ) B(s ) (s ) C(s ) (A B)s ( A C)s A B C
F(s)

s s (s ) (s ) (s ) (s ) (s )

           
    

      

2 2

2 2 2
1 1 1 1 2

1 1 1 1 1 1 1
   

  
s : A B

s : A C A , B , C F(s)
s s (s )

s : A B C

  
           

  
  

2

1
2

1 3 11
1 3 1 4 4 22 4 4 2 1 1 1





    

  t tf (t) L [ ] e e L [ ]
s s (s ) (s )

        
   

1 1
2 2

1 3 1
1 3 1 14 4 2

1 1 4 4 21 1
´ÄoÃ¬Â¶ t¼§•¶ t°Q¯   

  
tL [ ] L [( ) ] te

s(s ) t t t t tf (t) e e te ( t) e e

   
         

1 1
2

1 1
11 1 3 1 3 1 1

4 4 2 4 2 4   

  
)Fفرض كنيد كه »1«ـ گزينه 14 s )3 Gابتدا به صورت 4 (s) F(s )  )Fاست و سپس با تغيير مقياس به 4 s ) G ( s) 3 4 ابراين شود. بنتبديل مي 3

  از قضيه اول انتقال داريم: 

  
at atL [F(s a)] e L [F(s)] e f (t) t tL [F(s )] e L [F(s)] e f (t)

          
1 1 1 4 1 44   

  
t

t
a

t
L [F(as)] L [F(s)] f ( )

a a a

t
t

L [F( s )] L [G ( s)] L [G (s)]|

 


 
  


   

1 11 1
1 1 1

3

13 4 3 3   

  
tL [G (s)] L [F(s )] t

t
t

t
L [F( s )] (e f (t))| e f ( )

     


   

1 1 4
4 1 4 3

3

1 13 4 3 3 3   

  
t tf (t) t cos udu t t

L [F( s )] e ( cos udu)


  
    

3 3 4 3
1 33 313 4 3 27      

  



 

14 

تبديل لاپلاس و كاربردهاي آنفصل چهارم:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

   گيريم و داريم:از دستگاه معادلات داده شده تبديل لاپلاس مي »1«ـ گزينه 15

  
tL[y ] L[y ] L[e ] L[t]

s s

L[y ] L[y ] L[t ] L[ ]
ss

       

        


1 2 2

2
2 2 3

1 22 1
2 14 4 1 1 4 

   

  حالا از قضيه تبديل لاپلاس مشتقات تابع داريم: 

  

y ( )

y ( ) y ( )

y ( ) , y ( )

L[y ] sL[y ] y ( ) L[y ] sL[y ]

L[y ] s L[y ] sy ( ) y ( ) L[y ] s L[y ]

L[y ] s L[y ] sy ( ) y ( ) L[y ] s L[y ]

 

  

  



 

 



 

 

     

       


       

2

2 2

1 1

2 2 2 2 2
2 2

2 2 2 2 2 2
32 2

1 1 1 1 1 1 3
   

  دهيم: روابط فوق را در دستگاه قرار مي

  
s L[y ] sL[y ] s L[y ] sL[y ]

s ss s

s L[y ] L[y ] L[y ] ( )
s ss s s

 

                  
   

2 2
1 2 1 22 2

2
2 2 23 2 3

1 2 1 23 31 1
8 1 1 8 14

4

   

  دهيم و داريم: معادله دوم را در معادله اول قرار مي

  s s s
s L[y ] ( ) ( )

s s ss s s s s s

  
        

  

22
1 2 3 2 2 3 2

8 1 1 2 8 1 1 23 31 14 4
    

  s s
L[y ]

s (s ) s (s ) s s


     

 

2 2
1 4 2 2 4 2

8 1 1 2 3
4 1

oM ´Ãv£U ¸Ã oŠ   

  براي محاسبه لاپلاس معكوس عبارت فوق نياز به تفكيك كردن كسر اول و دوم به كسرهاي جزئي داريم: 

  s A B C D Es F As (s ) Bs (s ) Cs (s ) D(s ) (Es F)s
I)

ss (s ) s s s s s (s )

           
     

  

2 3 2 2 2 2 2 4

4 2 2 3 4 2 4 2
8 1 4 4 4 4

4 4 4
   

  (A E)s (B F)s ( A C)s ( B D)s Cs D

s (s )

        




5 4 3 2

4 2
4 4 4 4

4
   

  

A

B

C

D

s : A E E

s : B F F

s : A C A s

s (s ) s s ss : B D B

s : C C

s : D D









    

    

           

       


  


    

5

24

3 2

4 2 2 4 222

1

2
4 8 1 2 2 2

4 44 1 2
4
4 8 2







 



  



 

   

  A B C As(s ) B(s ) Cs (A C)s (B A)s B
II)

s ss (s ) s s (s ) s (s )

       
    

  

2 2

2 2 2 2
1 1 1

11 1 1
   

  
B

B A B , A , C
s ss (s ) sA C

 
             

  
2 2

1
1 1 1 11 1 1 11




   

L[yبا داشتن كسرهاي تفكيك شده،   كنيم:  را بازنويسي مي 1[

  L[y ] ( ) ( )
s s s ss s s s s s s

             
  

1 2 4 2 2 4 2 2
2 2 2 1 1 1 2 3 1 2 1

1 14 4
    

  y (t) L [ ] L [ ] L [ ] L [ ]
s s s ss s

           
  

1 1 1 1
1 2 2

1 2 1 1 2 1
1 14 4

´ÄoÃ¬Â¶ t¼§•¶ t°Q¯   

  t ty (t) sin t e sin t e       1 1 2 2 1   
  



 

15 

كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   معادلات ديفرانسيل

tرا به داخل انتگرال منتقل كرده و فرم كلي انتگرال را به صورت انتگرال پيچشي teجمله »4«ـ گزينه 16
f g f (t x)g(x)dx*    كـرده و   بازنويسي

  گيريم:  سپس تبديل لاپلاس مي
  t (t x) tf (t) t e x (x)sin x dx t (e (t) t sin t)*

  
    
2 2


   

  
d

L[t f (t)] L[f (t)]
t dsF(s) L[f (t)] L[t (e (t) t sin t)]*




    
2

´ÄoÃ¬Â¶t°Q¯®ÄkLU     

  L[f g] L[f ]L[g]t t*d d
F(s) L[e (t) t sin t] F(s) (L[e ]L[ (t) t sin t])*

ds ds
 

       
2 2

   

  
as

a

s
sL[ (t) f (t)] e f (a) d e.F(s) ( e ( sin )) ( )

ds s s






        
 

221
1 2 2 2 1   

  
s s s

e (s ) e e (s )
F(s)

(s ) (s )

  
  

         
 

2 2 22

2 2

21 12
2 41 1

   

  

tبه داخل انتگرال، به انتگرال teبا انتقال جمله »2«ـ گزينه 17 t ue y (u)du   رسيم كـه همـان ضـرب پيچشـي    ميte y (t)*      اسـت. حـالا معادلـه را

ty  كنيم: ويسي ميبازن e y y u (t)*    1   
L[fحالا بايد از معادله فوق تبديل لاپلاس بگيريم. توجه كنيد كه g] L[f ]L[g]*  .  

  
s

L[f ] sL[f ] f ( )t

L[f ] s L[f ] sf ( ) f ( )

e
L[y ] L[e ]L[y ] L[y] L[u (t)] sL[y] y( ) (s L[y] sy( ) y ( )) L[y]

s s


 
  


  

   
           

2
2

1
1

1    

  
s s s

y( ) y ( ) s e s e s (s ) s (s ) e
sL[y] L[y] L[y] (s ) L[y] L[y]

s s s s s s
  

  
     

         
  

2 2 21 111 1 1   

  
ss s s

sss s s s e s e e (s ) s
L[y] L[y] L[y] L[y] e (

s s s s s ( s ) s (s )

  
        

        
    

12 2
2 11 2 1 1 1 1

11 1 2 1 2
2

nkMo† ¸Ã o‡
   

  كنيم: ي تفكيك ميعبارت درون پرانتز را به كسرهاي جزئ
A

(A B)s As A B

Bss (s ) s s (s )

  
        

21 2
1 1 1 1
2 2 2

   

sL[y]پس e ( )
s s

  


1 2 1
12
2

  و لاپلاس معكوس آن برابر خواهد بود با:  

  
as

a t t a
t

L [e F(s)] u (t) L [F(s)]|s
t t t t

y(t) L [e ( )] y(t) u (t)L [ ]| u (t) ( e )|
s ss s

  
   

   
         

 

1 1
1 1 21 11 1

1 2 1 1 2 1 1 21 12 2 2
2 2

  

  
(t ) (t )

y(t) u (t)[ e ] u (t)( e )
 

      
1 11 12 21 1

1 12 12 2    

  
fواضح است كه بايد تابع »3«ـ گزينه 18 (t) سازي و استفاده از قضاياي تبديل لاپلاس داريم: را تعيين كنيم. با كمي ساده  

  
s s s s s se e e e e e

f (t) L [ ] L [ ] L [ ] L [ ] L [ ]
s s s s s

     
      

    
2 3 5 2 3 5

1 1 1 1 14 2 6 3 14 2 6 3   

  
as

a t t a
L [e F(s)] (t)L [F(s)]|U

t t t t t t
f (t) u (t)L [ ]| u (t)L [ ]| u (t)L [ ]|

s s s

  
 

   
     

    
1 1

1 1 1
2 3 52 3 5

1 1 14 2 6 3   

  f (t) u (t) u (t) u (t)    2 3 54 2 6 3   
u  دهيم: قرار مي 1، عدد tجايحالا در عبارت فوق، به ( ) u ( ) u ( ) f (t)   2 3 51 1 1 4    
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تبديل لاپلاس و كاربردهاي آنفصل چهارم:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

asطبق قضيه دوم انتقال، »4«ـ گزينه 19
a t t a

L [e F(s)] u (t) L [F(s)]|  
 1   داريم:، در نتيجه 1

s
t t

s s
L [e ] u (t)L [ ]|

s s s s

  
 

 


   
1 2 1

22 2 2
2 2

3 3
 .  

sحالا بايد لاپلاس معكوس

s s



 2
2

3
نويسيم. (چون دلتـاي مخـرج منفـي بـوده و     ه فرم مربع كامل ميمخرج كسر را ب ،را محاسبه نماييم. براي اين منظور 

  غيرقابل تجزيه است): 

  
(s ) (s ) (s )s

f (t) L [ ]
s s (s ) (s ) (s )


      

   
        

1
2 2 2 2

1 1 1 3 1 322 2 2 2 2 2 2
1 1 1 11 1 113 32 4 2 4 2 4

´ÄoÃ¬Â¶t¼§•¶t°Q¯     

  
at t t tL [F(s a)] e L [F(s)]

s sin t
f (t) e L [ ] e (cos t ) e (cos t sin t)

s

      


     


1 1 1 1 1
12 2 2

2

3 11
11 3 11 3 112 2

11 2 2 2 211 11
4 2

   

sپس از محاسبه لاپلاس معكوس

s s



 2
2

3
tرا تبديل به t، بايد در آن 2   :كنيم  

(t )t t e (cos (t ) sin (t ))
     

1 22 2 11 3 112 22 211
   

sدر نتيجه، تبديل معكوس s
e

s s

 

 
2

2
2

3
با جايگذاري عبارت فوق در  

t t

s
u (t) L [ ]|

s s


 



 
1

2 22
2

3
  برابر خواهد بود با:  

  
(t )

f (t) u (t) e (cos( (t )) sin( (t )))
 

   
1 222

11 3 112 22 211
       

  
  داريم:  F(s)مشتق با محاسبه »2«ـ گزينه 20

  
tF(s)

L [ ] L [F(s)]dt t tssF (s) L [ ] L [ ]dt L [F (s)] J (t)dt
s s s s s( )

s

 
  

 
          

  
 

1 12 1 1 1
2 2 22

1
1 1 1

1 1 1 11


 

    

  گيري از تبديل لاپلاس داريم: از طرفي طبق قضيه مشتق

  
L [F(s)] L[F (s)] t tt L [sin h ( )] L [F (s)] ( J (t)dt) L [sin h ( )] J (t)dt

s t t s t  

 
            

1 1
1 1 1 1 11 1 1 1 1   

  
  


