
 

 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  1 (2تحقيق در عمليات )

     

 اولفصل 

 «هاي شبكهمدل»

  
 مقدم ه 

  
ريزيي ريايزي در دنيزاي وا عزي     مسائل برنامه %7دهد كههاي پركاربرد تحقيق در عمليات است. مطالعات جديد پژوهشگران نشان مييكي از حوزه شبكه

توانند با روش سيمپلكس حزل  رييي خطي هستند و ميي مسائل شبكه به صورت برنامهده شوند. اگرچه عمدههاي مرتبط با شبكه نشان داتوانند با مدلمي

 ها وجود دارد. براي حل آنتري هاي سادهند، ساختار خاص اين گونه مسائل به  سمي است كه روششو

 هاي زير است:اين فصل شامل بخش

 جريان ماكسيمم ز3      ترين مسيرز كوتاه2      ، پوشا(نيمم درخت فراگير )در برگيرنده، گسترندهز مي1

  
 ت اريف شبكه 

  
هزا( بزه   ها )شزاخه ي كمانها است كه به وسيلهاي از گرهيك شبكه، شامل مجموعه :شبكه

 و اهز ي گزره مجموعه Nدهند كه در آن نمايش مي (N,A)اند. شبكه را باهم متصل شده

A اند گزره  هايي كه با اعداد نشان داده شدهدايره روروبهها است. در شكل ي كمانمجموعه

Nيهستند كه به صورت مجموعه { , , , , , } 1 2 3 4 5 هزا  شزوند و كمزان  نمايش داده مزي  6

 يكننززد و بززا مجموعززه هززا را بززه هززم متصززل مززي  خطززو ي هسززتند كززه ايززن گززره  

A {( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , )} 1 2 1 3 1 5 2 3 2 4 2 5 3 4 4 6 5  شوند.توصيف مي 6

 هاي آن محدود است كه ممكن است متناهي و يا نامتناهي باشد.نوعي جريان وجود دارد و اين جريان به ظرفيت كمان ،: متناظر با هر شبكهجريان

يعني جريان مثبت در  باشد،تنها در يك جهت مجاز  اگر جريان در كمان دار:جهت كمان

دار الف وجود داشته باشد، به آن كمان، كمزان جهزت  يك جهت و جريان صفر در جهت مخ

 ها جهت دارند.ي كمانهمه دارشبكه جهتشود. در گفته مي

)كمان روروبهدر شكل  , )1  دار است.جهت 2

 كند.  صل ميبه هم و ،نظر از جهت جريان در هر كمانصرف ،هاي مجيا است كه دو گره رااي از كمان: مسير دنبالهمسير

 هاي آن در يك جهت باشند.ي كمان، مسيري است كه همهدارمسير جهت

 كند. مسيري است كه يك گره را به خودش متصل مي )دور(: حلقه

 هاي آن در يك جهت باشند.ي كماناي است كه همه، حلقه)مدار( داري جهتحلقه

 به هم متصل باشند. حدا ل يك مسير باآن  ي متماييهر دو گرهاي است كه : شبكهشبكه همبند
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 (N,A)مثال شبكه  
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 داركمان جهت 



 

 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  هاي شبكهمدلفصل اول:   2

توجه كنيد زير براي درك بهتر اين تعاريف به شكل :1مثال. 
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 در اين شكل داريم:

 مسير 1 2 4 
 21

4 

 دارمسير جهت 1 2 5 
 21

5 

 حلقه  2 3 4 2 
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 دارحلقه جهت  1 2 3 1 
 1

3
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 هاي شبكه را بدون وجود حلقه شامل شود.از همه گره ايزير مجموعهي همبندي است كه : شبكهدرخت

 .نداشته باشد ايهاي شبكه باشد و هيچ حلقهي گرههمه دي است كه شامل: شبكه همبندرخت فراگير

 درخت يكي از مفاهيم اساسي در شبكه است كه خواص بسيار جالبي دارد.
 

  ي حاصل همبند نخواهد بود.ههاي درخت را حذف كنيم شبكها است. يعني اگر يكي از كماننيمم تعداد كماندرخت، شبكه همبند با مي :1نكته 
 

nاي بدون حلقه و دارايدرخت فراگير، شبكه :2نكته  1 .كمان است(N { , , ,n}) 1 2 
 

 شود.ايجاد مي فرد ي منحصر بهيك حلقه د يقاًبا ايافه كردن يك كمان به درخت  :3نكته 
 

 به هم متصل هستند. منحصر به فردهر دو گره در درخت با يك مسير  :4نكته 
 

 كمان به آن متصل باشد( 1اي است كه فقط ي پاياني گرهي پاياني دارد )گرهگره 2درخت حدا ل  :5نكته 

 در اين شبكه داريم:، گيريممي را در نظر 1شكل مثال 
 

 

 
 

با حذف يك كمان از درخت فراگير، شبكه حاصل همبند  درخت فراگير درخت

 نخواهد بود.

دقيقاً يك  با اضافه كردن يك كمان به درخت فراگير

 شود.حلقه ايجاد مي

ترتيب از راست به چپ شامل چند گره و چند كمان است؟ گره است. درخت فراگير آن به 1اي شاملشبكه :2مثال 

  9و  9( 4  1و 9( 3 9و  1(2  1و 1(1

 :درخت فراگير شامل «  2»گيينه  پاسخn گره وn 1 .كمان باشد 

 

به تعريف درخت فراگير: هبا توج :3مثال 

 ( هر دو گره در درخت با يك مسير منحصر به فرد به هم متصل هستند.  2 شود.( با ايافه كردن يك كمان به درخت د يقاً يك حلقه ايجاد مي1

nاي بدون حلقه و داراي( درخت، شبكه3 1 .همه موارد4 كمان است ) 

 :4»گيينه  پاسخ» 
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در يك شبكه بدون جهت با :4مثالn ها برابر است با:گره حداكثر تعداد كمان 

1)n 1 2)(n ) 21  3)
n(n )1

2
  4)n(n )1  

 :آيد كه بين هر دو گره يك كمان وجود داشته باشد يعنيها زماني به وجود ميحداكثر تعداد كمان  «3»گيينه  پاسخ  : n n(n )
C


2

1
2

 

 

در يك شبكه همبند با :5مثالnها برابر است با:گره حداقل تعداد كمان 

1)n  2)n 1  3)
n

2
  4)n(n )1  

 :است كهفراگير ها در يك شبكه همبند، درخت حدا ل تعداد كمان«  2»گيينه  پاسخn 1 .كمان دارد 

 

اگر يك شبكه بدون جهت با :6مثالn گره وmها )به ترتيب از راست بهه چهپ(  ها و كماندار تبديل گردد، آن گاه تعداد گرهكمان، به يك شبكه جهت 

 برابر است با:

1)n2وm2 2)n2وm  3)nوm2  4)nوm  

 :دار جزايگيين  تماند و تنهزا بزه ازاي هزر كمزان بزدون جهزت، دو كمزان جهز        ثابت با ي مي هاگرهدار، تعداد در تبديل شبكه جهت«  3»گيينه  پاسخ

 شود.ها دو برابر ميكنيم. پس تعداد كمانمي

  
 ا   ري   مينيم  در   فرا ير 

  
هاي آن كمان )وزن( تواند شامل چند درخت فراگير باشد. درخت فراگيري كه مجموع  ولشبكه همبند ميهمان  ور كه  بلاً اشاره شد در حالت كلي يك 

بزر   هزا را در گزره  يهمزه اي است متصل شده، كه عبارت ديگر شبكه مينيمم درخت فراگير، شبكهبهشود. مي ناميده مينيمم درخت فراگيرمينيمم باشد، 

 مقدار )هيينه، زمان، مسافت و ...( است. كمترينگرفته و داراي 

Nفرض كنيد { , ,...,n} 1  هاي شبكه مورد نظر باشد. ي گرهمجموعه 2

 تعاريف:

kSهايي است كه در تكراري گره= مجموعهkاند.ام به هم مرتبط شده 

kSاندهايي كه هنوز به هم مرتبط نشدهي گره= مجموعهk k(S N S )  . 

ijdول كمان  =(i, j). 

 هاي زير است:به دست آوردن مينيمم درخت فراگير شامل گام الگوريتم

S:  رار دهيدگام   وS N . 

S:  رار دهيد1 گام { }1 1،S N {}  1 kو 1  2. 

 :فرض كنيد :kگام كلي

 pq ij k kd min{d : i S , j S }   1 1 

  رار دهيد:                 

k kS S {q} 1 

k kS S {q}  1 

kSاگر N 1، تو ف كنيد. در غير اين صورت  رار دهيد:k k 1 .و اين گام را تكرار كنيد 

 وجود آمدن جواب چندگانه وجود دارد. بهاحتمال در اين حالت  )اگر اين مينيمم در بيش از يك انديس رخ دهد يكي را به دلخواه انتخاب كنيد.(



 

 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  هاي شبكهمدلفصل اول:   4

 براي روشن شدن اين مطلب مثال زير را در نظر بگيريد:

دست آوريد. را به زيره مينيمم درخت فراگير شبك  :7 مثال 

 

 

 
 

 :تكرار خواهيم داشت: 2در اين مسأله بعد از  پاسخ 

 

 
S:و در تكرار سوم داريم { , },S { , , }  1 14 5 1 2 dكه و با توجه به اين 3 d 35 يكزي را   است،342

 م:( و داريd34كنيم )مثلاً به دلخواه انتخاب مي

 

 
Sدر تكرار بعدي هم داريم:  { },S { , , , }  1 15 1 2 3 در اين مسزأله مشزاهده    شود؛انتخاب مي d35و 4

 كه مينيمم در بيش از يك انديس رخ داد ولي جواب چندگانه نشد.شود با وجود اينمي

 
 

بعزد از رسزم    .م فراگيزر آن را رسزم كنزيم   خواهيم درخت مينيممي د.حالا شبكه مقابل را در نظر بگيري

S :، داريمd12كمان  { , , },S { , }  2 23 4 5 1  .است d24وd14هاي خروجي كمانمينيمم  .2

 

 

 
 صورت مقابل خواهد شد:هينيمم فراگير برا انتخاب كنيم، در نهايت درخت م d14اگر 

 

 

 

 
 شود:صورت زير ميدرخت مينيمم فراگير به را انتخاب كنيم، d24و اگر 

 

 

 
 له داراي جواب بهينه چندگانه است.أدر اين حالت دو درخت فراگير بهينه داريم. در نتيجه اين مس

 

nگره، در  nيك درخت با  الگوريتم مينيمم درخت فراگير د يقاً در :6نكته  1 شزود  زيرا در هر تكرار يك كمان رسم مي رسد.تكرار به جواب مي 

nگره،  nو درخت با            1 .كمان دارد 
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مينيمم درخت فراگير را براي شكل زير پيدا كنيد. :8مثال 

 

 

 

 
 

 

 

 
 

(1 ) (2 ) (3 ) (4 ) 

 :2»گيينه  پاسخ» 

 :1تكرار 

S            : گام { , , , , } , S   1 2 3 4 5 

k رار دهيد :1گام  , S { , , , } , S {}  1 12 2 3 4 5 1 

ijd:2گام  min{d :i S , j S }  12 1 1 

                     S S { } { , }  2 1 2 1 2 

                S S { } { , , }   2 1 2 3 4 5 

 S1يدرون مجموعزه  1)د ت كنيد كه  زرار دادن گزره    S1يها را در مجموعهدهيم و ساير گره رار مي S1يرا درون مجموعه 1در وا ع در اين تكرار گره 

  رار دهيد(. S1يتوانيد هر گره ديگر را درون مجموعهكاملاً دلخواه است و شما مي

)عبارتنزد از  هزا كماناست را در نظر بگيريد. اين  S1ها درو سر ديگر آن S1ها دركه يك سر آن هاييكمان , )1 )و 2 , )1         هزا بزه ترتيزب   و  زول )وزن( آن  3

)كمان است را انتخاب كنيد )اين ترين  ول )كمترين وزن(است. كماني كه داراي كوتاه 4و 35 , )1 ( 2است(. بنابراين گره انتهايي اين كمان كزه گزره )   2

 ميم.نامي S2و S2ها را به ترتيبكنيم و اين مجموعهايافه مي S1حذف و به S'1است را از

 :2تكرار 

Sها درهايي كه يك سر آندر اين تكرار نيي كمان { , }2 1 Sهزا در و سزر ديگزر آن   2 { , , } 2 3 4 5 

):هزا عبارتنزد از  است را در نظر بگيريد. اين كمزان  , )2 4 ،( , )2 )و ،3 , )1 هزا بزه    زول )وزن( آن و  3

)است. كمان 4و 25، 1ترتيب , )2 ( ترين  ول )كمترين وزنكنيم زيرا داراي كوتاهرا انتخاب مي 4

كنزيم و ايزن   ايزافه مزي   S2حزذف و بزه   S2اسزت كزه آن را از   4است. گره انتهايي اين كمان گزره  

)هاياين مرحله كمانناميم. تا مي S3و S'3ها را به ترتيبمجموعه , )1 )و 2 , )2  اند.انتخاب شده 4

 :3تكرار 

Sدر اين تكرار { , , }3 1 2 'Sو 4 { , }3 3  S3كه يك سر آن در يهايمجدداً كماناست.  5

هززا عبارتنززد از:  گيززريم. ايززن كمززان  اسززت را در نظززر مززي   S3هززا درو سززر ديگززر آن 

( , )1 3،( , )2 3،( , )4 )و 3 , )4 است.  3و 25،2، 4ها به ترتيب برابر( آنو  ول )وزن5

)كمان , )4 گره تعلق دارد بنابراين  S3به 4كنيم. گره نيمم انتخاب ميوزن( ميرا با  ول ) 3

 ناميم.مي S4و S4هاي جديد را به ترتيبكنيم و مجموعهحذف مي S3ايافه و از S3را به 3
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 :4تكرار 

)هايكمان , )3 )و5 , )4 Sها درهايي هستند كه يك سر آنكمان 5 { , , , }4 1 2 3 و سر ديگر  4

'Sها درآن { }4 اسزت و بنزابراين    3و 15هزا بزه ترتيزب    است.  زول )وزن( ايزن كمزان    5

)كمان , )3 nكزه   با توجه به اينشود. انتخاب مي 5 1  انجزام داديزم و    رتكزرا(n ) 1 5 

 كنيم.كمان رسم شد، تو ف مي

 :5تكرار 

Sبا توجه به اين كه { , , , , }5 1 2 3 4  تو ف كنيد. 5

اي ندارد. لذا بزا توجزه   وجه داشته باشيد كه درخت فراگير، شبكه همبندي است كه هيچ حلقهت

توانزد  داراي حلقه هستند، هيچ كزدام نمزي   4و  3، 1هاي هاي موجود در گيينهبه اين كه شبكه

را بدون حل مسزأله بزه    2توانستيم گيينه درخت فراگير باشد و به اين ترتيب از همان ابتدا مي

 ن پاسخ صحيح انتخاب كنيم.  عنوا

 

رسد؟كمان در چند تكرار به جواب مي 3گره و 1اي باالگوريتم مينيمم درخت فراگير براي شبكه :9مثال 

 تكرار  1(4 تكرار  29(3 تكرار  3(2 تكرار 9(1

 :مينيمم درخت فراگير با   «1»گيينه  پاسخn 1  گره درn    1 1 1  رسد. تكرار به پايان مي 9
 

 

؟كدام است روروبهمينيمم درخت فراگير براي شبكه  :11مثال 

 

 

 

 

 

        1)                                                                                          2) 

 

 

 

 

 3و  1( 4 (3

 

 

 :شود.شروع مي 1الگوريتم از گره   «4»گيينه  پاسخ  
 

 :1تكرار 

S                 :گام  { , , , , , } , S   1 2 3 4 5 6 

S                 :1گام  { , , , , } , S {}  1 12 3 4 5 6 1 

)هاي كمان :2گام  , )1 2 ،( , )1 3 ،( , )1 )و 4 , )1 را در  11و  9، 7، 3هزاي بزه ترتيزب    با وزن 5

)نظر بگيريد. كمان , )1  چين مشخص شده است.نقطه باكمترين وزن را دارد كه در شكل  2
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 :2تكرار 

)هايكمان :2گام  , )1 3،( , )1 4 ،( , )1 5 ،( , )2 3 ،( , )2 )، و4 , )2 ، 7هاي بزه ترتيزب   با وزن 5

)را در نظر بگيريد. كمان 5، و 6، 8، 11، 9 , )2 كمتزرين وزن را دارد كزه در شزكل بزا نقطزه       5

 چين مشخص شده است.

 

 

 :3تكرار 

)هايبين كمان از :2گام  , )1 3 ،( , )1 4،( , )2 3،( , )2 )و 4 , )5 ، 9، 7هاي بزه ترتيزب   با وزن 4

)كمان 1و 6، 8 , )2 چزين  كنيم. اين كمان در شزكل بزا نقطزه   را با كمترين وزن انتخاب مي 4

 مشخص شده است.

 

 
 

 :4كرار ت

اسزت عبارتنزد از:    S4هزا در و سزر ديگزر آن   S4هزا در هزايي كزه يزك سزر آن    كمزان  :2گام 

( , )1 3،( , )2 3،( , )4 )و 3 , )4 است. در ايزن حالزت    5و  7، 8، 7ها به ترتيب انوزن اين كم .6

)مينيمم وزن روي كمان , )4 اين كمان در شزكل بزا    .شوددهد و اين كمان انتخاب ميرخ مي 6

 شود:       نقطه چين مشخص مي

 

 :5تكرار 

)هايكمان: 2گام  , )1 3،( , )2 3،( , )4 )و 3 , )3 را در  12و  7، 8، 7هزاي بزه ترتيزب    بزا وزن  6

دهد. به عبارت ديگزر هزر   وزن در بيش از يك انديس رخ مينظر بگيريد. در اين حالت مينيمم 

)دو كمان , )1 )و 3 , )4   عنوان آخرين كمان درخت مينيمم فراگير انتخاب شوند.به توانند مي 3
 

 
 

  يعني جواب بهينه چندگانه داريم: در نتيجه اين مسأله دو درخت فراگير مينيمم دارد

 

 
 

 

 

 

 اند.اين دو درخت در شكل زير ادغام شده

 

 
تواند جواب باشد. از فراگير ديگر بيشتر است پس نمي هاياز درخت 2هاي درخت فراگير درخت فراگير هستند. مجموع وزن 3، و 2، 1هاي روش دوم: گيينه

 هستند. 26و  با هم برابر 3و  1 رف ديگر وزن درخت فراگير 
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صحيح ريزي خطي با اعدادبرنامه فصل دوم:  50  كارشناسي ارشد يك مدرسان شريف رتبه

 روش صفحه ي برشي براي مساله ي برنامه ريزي خطي با اعداد صحيح مختلط  
  

ي محـدوديت  ي محاسـبه حوهاست، تنها تفاوت اين دو روش در نمحض ريزي خطي با اعداد صحيح برنامهبراي ي برشي مبناي اين روش، همان روش صفحه
  ها است. برش آن

  ريزي خطي با اعداد صحيح مختلط ي برنامهلهي محدوديت برش براي مسأي محاسبهنحوه

i  است:  روروبهريزي خطي ساده شده به صورت ي برنامهام جدول بهينهiي سطر فرض كنيد معادله

n
ij j B i

j
y x x b


 

1
  

iقرار دهيد  i ib [b ] (b ) :خواهيم داشت ،  i

n
ij j B i i

j
y x x [b ] (b )


  

1
  

i  در نتيجه:

n
B i i ij j

j
x [b ] (b ) y x


  

1
  

ح باشد بايد يكـي  عددي صحي iBxها عدد صحيح نيستند، بنابراين به كار بردن برش گوموري براي اين سطر منبع مناسب نيست. براي اين كه jxي همه
  از دو شرط زير برقرار باشد.

  iB ix [b ] 1       ياiB ix [b ]  
iiزيرا در غير اين صورت  B i[b ] x [b ]  1  در اين حالت با توجه به اين كه بين .i[b i[bو  [ ]1  حيح وجـود نـدارد   عـدد ص ـiBx    عـدد صـحيح

  نخواهد بود. 
  اين شرايط معادل با شرايط زير است:

  
n

ij j i
j

y x (b )


 
1

يا        1
n

i ij j
j

(b ) y x



1

  

  :تعريف كنيد
  ijJ {j : y }     

ijJ {j: y }     
  اشت:، خواهيم دبا اين تعريف

  
n

ij j ij j ij j
j j J j J

y x y x y x
   

   
1

  

  :در نتيجه

  
n

ij j ij j ij j
jj J j J

y x y x y x
  

   
1

  

  شرايط بالا معادل با شرايط زير هستند:

  i
ij j i

i j J

(b ) y x (b )
(b ) 


 1     ياi ij j

j J
(b ) y x



   

  :توان در يك محدوديت برشي مختلط به صورت زير تركيب كردشرايط فوق را مي

i
i ij j ij j i

ij J j J

(b )s { y x y x } (b )
(b )  

   
 1  

ريـزي خطـي   ي برنامهلهي مسأمحدوديت برش به جدول بهينه كردنپس از اضافه  متغير كمكي و داراي مقداري بزرگتر يا مساوي صفر است. isكه در آن 
  له را با استفاده از روش سيمپلكس دوگان حل كنيد. شده، مسأساده 



  

 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   51  )2تحقيق در عمليات (

ijyداشته باشيم  j، به ازاي هر iاگر در سطح منبع   :15نكته   1ي برش مختلط برابر است. ي برش كسري (گوموري) با معادلهگاه معادله، آن  

 شي به دست آوريد. ي برريزي خطي با اعداد صحيح مختلط زير را با استفاده از روش صفحهي برنامهلهأي مسمقدار بهينه :25مثال  

1 (133  
2 (58  
3 (62  
4 (63  

max z x x 1 27 1  
s.t. x x  1 23 6  

x x 1 27 35  
x , x 1 2  

  x2 عدد صحيح  
 :له به صورت زير است: أي اين مسكنيم. جدول بهينهفاده از روش سيمپلكس حل ميريزي خطي ساده شده را با استي برنامهلهأمس»  3«گزينه  پاسخ  

R.H.S  x4  x3  x2  x1  z    
166 2  31

22  63
22  . . 1  z  

13 2  1
22 7

22 1 . . x2  

14 2  3
22 1

22 . 1 . x1  

ي بـرش آن را  اين سطر را به عنوان سطر منبع انتخاب كرده و معادلـه  داراي شرط عدد صحيح بودن است، x2له، تنها متغير أه به اين كه در اين مسبا توج

:  آوريم: دست ميه ب رو هروببه صورت  x x x  2 3 4
7 1 1322 22   سطر منبع 2

Jله أدر اين مس { , }  3 Jو  4   محدوديت برش آن عبارت است از:  . بنابراين  s x x   1 3 4
7 1 1
22 22 2  

  با اضافه كردن اين سطر به جدول بهينه داريم: 

R.H.S  s1  x4  x3  x2  x1  z   
166 2  . 31

22  63
22  . . 1  z  

13 2  . 1
22 7

22 1 . . x2  

14 2  . 3
22 1

22 . 1 . x1  


1
2  1  1

22  7
22  .  .  .  s1  

ي ورودبه عنوان متغيـر   x3كنيم. با انتخاب متغير اين جدول بهينه اما نشدني است، براي تبديل آن به شدني بودن، از روش سيمپلكس دوگان استفاده مي
  به عنوان متغير خروجي، داريم:  s1و 

R.H.S  s1  x4  x3  x2  x1  z   
62  9 1  .  .  .  1  z  
3  1 . .  1 . . x2  
44 7  1

7 1
7 . . 1 . x1  

417  1
7  1

7  1  .  .  .  x3  

*ي نقطه *(x , x ) 1 2
44 z*هينه و ي بنقطه 37    مقدار بهينه است.  62



  

 

صحيح ريزي خطي با اعدادبرنامه فصل دوم:  52  كارشناسي ارشد يك مدرسان شريف رتبه

  

 ي آن داده شده است.ريزي خطي ساده شدهي برنامهريزي خطي با اعداد صحيح مختلط به همراه جدول بهينهي برنامهلهأمس :26مثال  
max z x x 1 24 5  
s. t. x x 1 23 2 56  

x x 1 24 65  
x , x 1 2  

  x1 صحيح   دعد
R .H .S  x4 x3 x2 x1  z   



1 71
1  


7
1  


11
1  .  . 1  z  

47
5  1

5 2
5 . 1 . x1  


139
1  


3
1 


1
1 1 . . x2  

  ؟طر منبع كدام گزينه استي سمعادله

1 (x x x  2 3 4
1 3 139

1 1 1  
  2 (x x x  1 3 4

2 1 47
5 5 5  

3 (s x x   2 3 4
9 3 9

1 1 1  
  4 (s x x   1 3 4

2 4 2
5 5 5  

 :له تنها متغير چون در اين مسأ» 2«گزينه  پاسخx1و  كنـيم مـي راين اين سطر را به عنوان سطر منبـع انتخـاب   ، شرط عدد صحيح بودن را دارد، بناب

x  است:  روهروبي مربوط به آن به صورت معادله x x  1 3 4
2 1 47
5 5 5  

 

 ريزي خطي با اعداد صحيح مختلط فرض كنيد سطر منبع ي برنامهلهدر يك مسأ :72مثالx x x  1 2 3
1 4 7
4 3 زيـر  يك از معادلات باشد. كدام 2

  ؟محدوديت برشي مختلط آن است

 1 (s x x  1 3 2
4 1 1
3 4 2  2(s x x   1 3 2

1 1 1
3 4 2   3 (s x x   1 3 2

4 1 1
3 4 2  4 (s x x   1 3 2

4 1 1
3 4 2  

 :له داريمأدر اين مس  »4«گزينه  پاسخJ { }  Jو  3 { }    براين محدوديت برشي مختلط آن عبارت است از:. بنا2

s { x ( )( )x } S x x         


1 3 2 1 3 2

1
4 1 1 4 1 12

13 4 2 3 4 212

  

 

 ريزي خطي با اعداد صحيح مختلط، فرض كنيـد كـه   له برنامهأدر يك مس :28مثالx x x x x    1 2 3 4 5
1 5 1 3 7
3 2 2 2 يـك از  باشـد. كـدام   5

  معادلات زير محدوديت برشي مختلط آن است؟

1 (s x x x x     1 2 5 3 4
1 3 5 1 2
3 2 3 3 5  2 (s x x x x    1 2 5 3 4

1 3 5 1 2
3 2 3 3 5  

3 (s x x x x     1 2 5 3 4
1 3 5 1 2
3 2 3 3 5  4 (s x x x x     1 2 3 4 5

1 1 1 1 2
3 2 2 2 5  

 :له أدر اين مس»  1«گزينه  پاسخJ { , }  2 Jو  5 { , }  3   . بنابراين محدوديت برش مختلط آن عبارت است از:است 4

s { x x ( )( x x )} s x x x x             


1 2 5 3 4 1 2 5 3 4

2
1 3 5 1 2 1 3 5 1 25

23 2 2 2 5 3 2 3 3 515

  



  

 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   53  )2تحقيق در عمليات (

 يك از سطرهاي منبع زير با يكديگر برابرند؟ ي برش كسري و مختلط كداممعادله  :29مثال  

1( x x x  1 2 3
1 2 2
2 5 3  2( x x x  1 2 3

1 2 2
3 5 3  3( x x x  1 2 3

1 2 2
2 5 3  4( x x x  1 2 3

1 2 2
3 5 3  

 :3«گزينه   پاسخ  «  
 

 ريزي خطي با اعداد صحيح نادرست است؟ ي برنامهم عبارت در مورد روش صفحه برشي گوموري براي يك مسألهكدا  :30مثال  
  در هر تكرار، نياز به انجام روش سيمپلكس است.  )1
  در هر تكرار، نياز به انجام روش سيمپلكس دوگان (ثانويه) است.  )2
  صحيح نامشخص است. تعداد تكرارهاي روش براي به دست آوردن جواب عدد  )3
  كند. ي غيرعدد صحيح را حذف ميشود كه قسمتي از ناحيهدر هر تكرار، يك محدوديت به مسأله اضافه مي )4

 :در روش صفحه برشي گوموري، با اضافه كردن يك محدوديت به مسأله، شرط بهينگي در تابع هدف برقرار شده ولي جواب نشدني  » 1«گزينه   پاسخ
  نادرست است. » 1«توان از روش سيمپلكس استفاده كرد. بنابراين گزينه حل آن نمي است كه براي

 روش جستجو  
  

گيرد. اين روش طوري ريزي خطي ساده شده، سرچشمه ميي برنامهفضاي موجه مسألهي نقاط صحيح شدني رسي همهي بري ساده، از ايدهروش جستجو
كند. در اين قسمت به معرفي يكي از رسي ميهاي صحيح شدني را بره دست آوردن جواب بهينه، تنها قسمت كوچكي از جوابطراحي شده است كه براي ب

  ريزي خطي با اعداد صحيح كاربرد فراوان دارد.برنامهدر حل مسائل اين روش  پردازيم.روش شاخه و كران، مييعني هاي جستجو، ترين روشمتداول

 روش شاخه وكران براي مسائل برنامه ريزي خطي با اعداد صحيح محض  
  

ريزي خطي است كه متغيرهاي آن داراي شرط عدد صحيح بـودن هسـتند.   ي برنامهلهأدر واقع يك مسمحض ريزي خطي با اعداد صحيح ي برنامهلهأهر مس
  ريزي خطي با اعداد صحيح محض به صورت ي برنامهلهأفرم كلي مس

n
j j

j
max z c x




1
  

n
ij j i

j
s.t. y x b i ...,m


 

1
1  

jx عدد صحيح   ,   
ريزي خطي اسـت،  ي برنامهلهاز فضاي شدني مسأ اي (نامحدب)زير مجموعهريزي خطي با اعداد صحيح ي برنامهلهبا توجه به اين كه فضاي شدني مسأ است.

*اي همواره رابطه *
IP LPz z ي سازي و رابطهدر مسائل ماكسيمم* *

LP IPz z كـه در آن سازي بين اين دو مسأله برقـرار اسـت   در مسائل مينيمم*
LPz ،

*ريزي خطي ساده شده وي برنامهي مسألهمقدار بهينه
IPz ريزي خطي با اعداد صحيح است. ي مسأله برنامهمقدار بهينه  

له أريزي خطي با اعداد صحيح است. اين الگوريتم فضاي شدني مس ـي برنامهلهأي مسكران يك روش جستجو براي پيدا كردن جواب بهينه والگوريتم شاخه 
 كند و اين روند را تا رسيدن به جواب بهينـه را به نواحي كوچكتر تقسيم كرده و امكان وجود جواب بهينه با عدد صحيح را در نواحي تقسيم شده بررسي مي

ي فرعـي  لهأنامند. در اين روش، از حل تعداد متناهي مسمي ي فرعيلهأمسدهد. مدلي كه بيانگر فضاي شدني تقسيم شده است را با عدد صحيح ادامه مي
  شود. استفاده ميبراي رسيدن به جواب 

  بـا اسـتفاده از روش سـيمپلكس    تنهـا  متغيره  nو كران استفاده كرد اما مسائل  توان از روش ترسيمي شاخهدر حل مسائل دو متغيره مي :16نكته 
  قابل حل هستند.          



  

 

صحيح ريزي خطي با اعدادبرنامه فصل دوم:  54  كارشناسي ارشد يك مدرسان شريف رتبه

روش شاخه وكران به صورت ترسيمي  
  

گـردد و  ريزي خطي سـاده شـده حـل مـي    ي برنامهلهأكران به صورت ترسيمي براي حل مسائل دو متغيره كاربرد دارد. در اين روش، ابتدا مس وروش شاخه 
دست آمـده اسـت. در غيـر ايـن صـورت اگـر       ه له بأدست آمده عدد صحيح باشد، جواب بهينه با عدد صحيح مسه آيد. اگر جواب بدست ميه مقادير بهينه ب

zتابع هدف را برابر اوليه سازي باشد، مقدار له ماكسيممأمس   نامند، پس از حل مسائل فرعي، اگـر  مي قرار داده و آن را كران پايين مقدار تابع هدف
zباشد آن را جايگزين  مقدار تابع هدف هر يك از اين مسائل بيشتر از     .كرده و شرايط عدد صحيح بودن آن را بررسي كنيد  

 يهـاي جديـد از ميـان يكـي از متغيرهـا     شـود، محـدوديت  جديد به دو ناحيه تقسـيم مـي  هاي هر تكرار فضاي شدني با افزودن محدوديت دردر اين روش، 
داراي قطعـاً  كـه  ( jxفـرض كنيـد متغيـر     .شـود گفته مي ايمتغير شاخهبه اين متغير،  ،شودتصميمي كه داراي مقداري غيرعدد صحيح است انتخاب مي

* هـاي اي انتخاب شود. مسائل فرعـي جديـد بـا اسـتفاده از محـدوديت     ان متغير شاخهبه عنو )مقداري غيرعدد صحيح است
j jx [x ] و *

j jx [x ] 1 
  شود. تشكيل مي
zسازي باشد، مقدار اوليه تابع هدف را برابر اگر تابع هدف از نوع مينيمم :71نكته    دهيم.قرار مي  

 ريزي خطي با اعداد صحيح زير را در نظر بگيريد. ي برنامهلهأمس :31مثال  
  max z x x 1 25  

s.t. x x 1 211 6 66  
x x 1 25 5 225  

x عدد صحيح   ,x ,1 2  
  ترسيمي مقدار بهينه را محاسبه كنيد.  به صورت انكر وروش شاخه با استفاده از 

1 (/24 3  2 (/22 33  3 (24  4 (23  

 :ه شده است. اين مسأله در شكل زير آورد ي شدنيناحيه»  4«گزينه  پاسخ  

4.5

11

1x
6

2x  

  
/اين مسأله داراي جواب بهينه متناظر هريزي خطي ساده شدمسأله برنامه /( , )3 75 4 24/بهينهبا مقدار  125   است.  375
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xو محدوديت د(به دلخواه)  ايبه عنوان متغير شاخه x1با انتخاب  1 xو 4 1 ي حاصل از اضافه كردن اين دو شود، نمودار درختافه ميله اضبه مسأ  3
  محدوديت به صورت زير است:

 
1 2x 3.75 x 4.125 

Z 24.375

1 2x 3 x 4.2 

Z 24

1 2x 4 x 3.667 

Z 22.33

1

2 3
1x 3 1x 4

  
  نمايش ترسيمي اين دو مسأله به صورت زير است: 

4.5

11

2x

1x

z 24
x (3,4.2)



z 22.33
x (4,3.66)



3 4 6
  

را بـراي حـل    2ي فرعـي  مسألهاست،  3از مقدار تابع هدف در گره  تربزرگ 2سازي است و مقدار تابع هدف در گره با توجه به اينكه مسأله از نوع ماكسيمم
xاي انتخاب كرده و دو محدوديتشاخه متغيررا به عنوان  x2كنيم. در اين گرهانتخاب مي 2 xو 4 2 رعـي  في مسـأله كنـيم.  را به مسأله اضافه مي 5

xحاصل از اضافه كردن محدوديت  2 *داراي جواب بهينه 4ي فرعي متناظر گره ، نشدني است. مسأله5گره  ،5 *(x , x ) 1 23 z*با مقـدار  4  23 
  رسيم. ميانتها گره به  3ر هر است بنابراين د 4تر از مقدار بهينه در گره كوچك 3است. مقدار بهينه در گره 
 1

1 2x 3.75 x 4.125 

Z 24.375

1 2x 3 x 4.2 

Z 24

1 2x 4 x 3.66 

Z 22.33

2 3

1 2x 3 x 4 

Z 23

4 5
 نشدني

 به انتها رسيده است

 كران پايين ( بهينه)

1x 3 1x 4

2x 4 2x 5

 به انتها رسيده است

 به انتها رسيده است
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 چهارمفصل 

 «پوياريزي برنامه»

  
 م دم ه 

  
متغیور  بوا    nی ی یوک مأوهله  ریزی پویا جووا  بییهوه  هم است. در برنامهمرتبط به یک فن ریاضی برای گرفتن یک دنباله از تصمیمات  ريزي پويابرنامه

له بوا یوک متغیور    همأو  nشود. از نظر محاسوباتی حول   له جزئی با یک متغیر تشکیل میهکه هر مرحله از یک مأشود مرحله تعیین می nی آن به تجزیه

ریوزی پویوا وجوود    مأائل برنامه ریزی خطی یک روش استاندارد برای حل کلیمتغیر باشد. متهسفانه برخلاف برنامه nله با هتر از حل یک مأتواند ساد می

له جزئی هی جزئی به عهوان ورودی برای مألههی یک مأدهد جوا  بییههمی ریزی پویا، که اجاز ماهیت بازگشتی محاسبات در برنامهخوشبختانه ندارد، اما 

له در دسوتر   هی کل مأگردد جوا  بییههی جزئی حل میلههکهد. در این محاسبات وقتی آخرین مأتر میریزی پویا را ساد بعدی باشد، محاسبات برنامه

 هم هأتهد.  ی جزئی مأتقل از هم نبود  و دارای تابع هدف و محدودیت وابأته بهلههمأ nی حائز اهمیت این است که این خواهد بود. نکته

 ریزی پویا عبارتهد از:ای یک مدل برنامهسه عهصر پایه

 ، در هر مرحلههاحالتو تعریف 3  ، در هر مرحلههاگزیههو تعریف 2 مراحل تعریف و1

ای است که به هم مرتبط باشهد. به همین دلیول در ایون فصول    ها به گونهای نیأت، اما مشکل اساسی در تعریف حالتها کار پیچید گزیهه وتعریف مراحل 

 گردد.روی درک مفیوم حالت بیشتر تهکید می
 

 ها نباید مأتقل از هم باشهد.  به حالات در مراحل قبلی باشد. به عبارت دیگر حالت مرتبطای تعریف شود که حالت در هر مرحله باید به گونه :1نكته 
 

nی حالت در مرحله :2نكته  1  و مشخص باشد.باید مقداری معلوم 

؟ريزي پويا صحت داردله برنامهأيک از موارد زير درباره يک مسکدام :1مثال  

nی ( حالت در مرحله1 1 .باید مقداری معلوم و مشخص باشد 

 ( حالت در هر مرحله مرتبط به حالات مراحل قبلی است.2

 ن مرحله و هر مرحله شامل چهدین حالت است.ریزی پویا شامل چهدیی برنامهلهه( هر مأ3

 ی موارد( همه1

 :ی مأائلی است که شامل چهدین مرحله است  و هر یک از مراحل نیوز شوامل   ریزی پویا در برگیرند طور که اشار  شد برنامههمان«  1»گزیهه  پاسخ

د که در مرحله اول تهیا یک نها باید طوری تعریف شوتقل از هم باشهد. حالتتوانهد مأهم هأتهد و نمیهای هر مرحله مرتبط بهچهدین حالت است. حالت

 ریزی پویا صادق است.ی برنامهلههی مأ( یعهی همه موارد دربار 1حالت داشته باشیم که مقدار آن معلوم و مشخص باشد. بهابراین گزیهه )

 

نامند.  يک ............... می شود که هر کدام راي جزئی تقسیم میلهأله به تعدادي مسأريزي پويا، مسله برنامهأدر يک مس :2مثال 

 کدام( هیچ1 (state)( حالت 3 (stage)( مرحله 2 ( متغیر تصمیم1

 :گیری ریزی پویا در حالت کلی شامل یک تصمیمی برنامهلهههر مأ«  2»گزیهه  پاسخn  است. به ازای هور یوک از ایون متغیرهوا یوک مرحلوه        متغیر

 ( درست است.2دههد. بهابراین گزیهه )را تشکیل میجزئی شود که مأائل تعریف می
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ي دلیجأان يكأی از   لهمسأأ ي دلیجان( لهأ)مسترين مسیر ي کوتاهلهأمس  :3مثال

له هدف أين مسريزي پويا است. درامهمترين مسائل در درک مفاهیم و ويژگی هاي برنامه

 ترين مسیر بین دو شهر است.يافتن کوتاه

را  Jبأراي رسأیدن بأه شأهر      Aترين مسیر از شأهر  خواهید کوتاهفرض کنید که می

 مسیرهاي ممكن بین اين دو شهر نشان داده شده است.رو روبهدر شكل  .انتخاب کنید

 
2

4

6
4

3 4 1

5

7

GD

A C

B E

H

J3F

I

3
2
4

1

4

6

3
3

3

4

 
 ترین مسیر شبکهکوتاه 

 دهیم به صورت زير است.نمايش می ijdکه با  j تا شهر i شهرپیدا است، طول مسافت بین  بالاطور که از شكل همان

 

                                                                         

 

DCB
A

E F G

B

C

D

F

G

E

IH
J

H

I

7 4 6
3 2 4
4 1 5

2 4 3
1 4
6 3
3 3

3
4

 
 را بیابید. Jو  Aترين مسیر بین شهرهاي کوتاه

 :ترین مأیر را رسم کهیم، که در این صورت مأویر هزیهههر مرحله کم در یک تصور اشتبا  این است که پاسخ   1 2 6 9 را بوا هزیهوه   1

ی در مأوهله کوه  دهود  ایون ماوال سواد  نشوان موی      نیأوت.  تورین مأویر  هزیههله خواهیم دید که مأیر مذکور کمهخواهیم داشت، اما در ادامه حل مأ 13

روش آزمایش و  ،لهبرای حل این مأه ممکنهای یکی از روش دهد.ی کل مأهله را به ما نمیمراحل لزوماً جوا  بییهه یی همهریزی پویا جوا  بییههبرنامه

( اسوت و بررسوی   11های احتموالی خیلوی زیواد )   با توجه به این که، تعداد را ، اما بررسی شوند Jو  Aهای بین گر  ی را صورت که همهبه این  .خطا است

بوا   ریوزی پویوا،  کهیم. برناموه له استفاد  میهریزی پویا برای حل این مأتک این مأیرها کاری دشوار است و احتیاج به زمان زیادی دارد بهابراین از برنامهتک

ی ایون  های بییههسپس با کهار هم قراردادن جوا  و کهدله جزئی را محاسبه میهی این مأجوا  بییههی اصلی شروع شد  و لههحل یک جزء کوچک از مأ

 کهد.  ی اصلی را محاسبه میلههی مأمأائل جزئی جوا  بییهه

 بندي:فرمول

n(n میمصتفرض کهید متغیر  مرحله وجود دارد. 1له هدر این مأ , , , ) x1 2 3  فروشهد  از آن خواهد گذشت.  nمرحله  شیری باشد که در 4

Aبهابراین مأیر انتخا  به صورت  x x x x   1 2 3 xاست که در آن  4 J4  .است 

nفرض کهید به علاو ،  n nf (s ,x n,n)مانود   ی هدف مورد نظور بورای مراحول بواقی    مقدار بییهه ( ,..., )1 در  sاسوت، وقتوی فروشوهد  در حالوت      4

 کهد.را اتخاذ میnxکه در آن تصمیم  ،است nیمرحله

s  وn  داد  شد  است، فرض کهید*
nx از  مقداریدههد  هر نشانnx  باشد که تابعn n nf (s ,x *چهوین فورض کهیود    کهود، هوم  را میهیمم می (

nf (s) ،

nمیهیمم مقدار متهاظر  n nf (s ,x  باشد. بهابراین: (

n

* *
n n n n n

x
f (s) min f (s,x ) f (s,x )  

 :به طوری که

 
n n

*
n n s x n nf (s,x ) d f (x )  1 

قدارم
n ns xd   طول مأیر بین گرi s   تا گرnj x حالت را نشان می( دهد. از آن جایی که مقصد نیاییJدر انتیای مرحله ،) آید، به دست می 1ی

f* داریم:  (J) 5 

f*له پیدا کردن ههدف این مأ (A)1 ریزی پویا با حل مأائل جزئیو مأیر متهاظر آن  است. برنامه*f (s )4 4،*f (s )3 f*، و3 (s )2 برای هر حالت احتمالی  2

s کهد.بییهه را محاسبه می رمقدا، این 

 فرآيند حل:

n)وقتی تهیا یک مرحله برای رسیدن به مقصد ماند  باشد  ) xاست. اگر  Iو یا در حالت Hیا در حالت فروشهد  یعهی  4 J4  عبارت باشد مأیر او

sاست از  J ،:بهابراین داریم *
s,Jf (s) f (s,J) d 4 4 
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nی جزئی برای لههجوا  مأ   به صورت زیر است:4

    

 n  4
H

I

J

3

4

sxx * *
S

f (s,x ) d
f (s) x

J

H J

I J


44 4 4

4 4

3 3

4 4 

nهد  باقی ماند  باشد،اگر دو مرحله از سفر فروش  باشود.   Fا  با اندکی محاسبه به دست خواهد آمد، به طور ماال، فرض کهید فروشهد  در حالت، جو3

FHdهایبا هزیهه Iیا Hهای گا  مأیر بعدی فروشهد ، به ترتیب حالتآن  FIdیا  6   است.  3

ای کوه بایود بورای سوفرش متحمول شوود، برابور بوا         تورین فاصوله  انتخا  شوود، کوتوا    Hاگر حالت 

*f (H) 4 ترین مأیر ناشی از این تصمیم برابر است، در نتیجه طول کوتا  3 6 3 اگور   اسوت.  9

انتخا  شود، این مأافت برابر  I، حالتHبه جای حالت  3 4 خواهد بوود. بهوابراین انتخوا     7

x*بییهه  I3  ترین فاصله است، زیرا کوتا*f (F) 3  است. 7

4
3

3 

F 

I 

H 6

 

69

 

9 

 

sبا دنبال کردن همین روش برای هر حالت ممکن دیگر  E وs G :داریم 

n  3 
 

*
x3 

 

*
f (s)3 

*
sxf (s,x ) d f (x ) 

33 3 4 3 x3 

s 
I H 

H 1  4 4 8  1 3 4 E 

I 7  3 4 7  6 3 9 F 

H 1  3 4 7  3 3 6 G 
 

n)ی دوم ی جزئی مرحلهلههجوا  مأ ) برای زمانی که سه مرحله برای رفتن دارد نیز به هموین   2

*شود. در این مرحله، ترتیب محاسبه می
sxf (s,x ) d f (x ) 

22 2 3 است. بوه طوور ماوال فورض      2

 باشد. Eکهید، فروشهد  در شیر
4

3

2

 

C 

G 

E 

F 

4

7

6

 
C,Edهایطولبه ترتیب با  Gو  E ،Fهای مأیرهای بعدی او حالت  3 ،C,Fd  C,Gdیا  2   است. داریم: 4

*
CEx E: f (C,E) d f (E)     2 2 3 3 4 7 

*
CFx F: f (C,F) d f (F)     2 2 3 2 7 9 

*
CGx G: f (C,G) d f (G)     2 2 3 4 6 1 

f*تا انتیای مأویر   Cاست، بهابراین کوتا  ترین مأیر از حالت  7ترین مأیر در میان این سه حالت، کوتا  (c) 2 اسوت. بورای   Eبوا گذشوتن از شویر     7

n نیز داریم: Dو  Bهای حالت  2 

 

*
x2 

 

*
f (s)2 

*
sxf (s,x ) d f (x ) 

22 2 3 2 x2 

s 
G F E 

F یاE 11  6 6 12  4 7 11  7 4 11 B 

E 7  4 6 1  2 7 9  3 4 7 C 

F یاE 1  5 6 11  1 7 8  4 4 8 D 
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nبرای مرحله  1 مرحله محاسبه شود. 1ترین مأیر برای گذشتن از ، باید کوتا  

3

2

4

7

8

 

A 

D 

B 

C 

11

 
 داریم:

*
ABx B: f (A,B) d f (B)     1 1 2 2 11 13 

*
ACx C: f (A,C) d f (C)     1 1 2 4 7 11 

*
ADx D: f (A,D) d f (D)     1 1 2 3 8 11 

f*ترین مأیر جایی که کوتا از آن (A) 1 x*و  11 C,D1 :است، پس داریم n 1 

 

*
x1 

 

*
f (s)1 

*
sxf (s,x ) d f (x ) 

11 1 2 1 x1 

s D C B 

D یاC 11  3 8 11  4 7 11  2 11 13 A 

nله را مشخص کرد. برای ی کل مأهبییهه وا توان جاکهون می 1،  فروشهد  ابتدا باید به یکی از شیرهایC  یاD   برود. فرض کهیود*x C1   .باشود

nبه ازای   sو 2 C جوا  بییهه عبارت است از ،*x E2ی . در مرحلهn  3 ،*x H3  برایs E  است و با استفاد  ازn  4 ،*x J4  به

Aترین مأیر آید. بهابراین کوتا دست می C E H J     است. اگر*x D1 :انتخا  شود، مأیر بییهه عبارت خواهد بود از 

A D E H J     وA D F I J   ی ی این مأیرها مهجر به جوا  بییهه. که همه*f (A) 1  شوند.می11

 

4
4

3

7
7 3

4
11

68

3
4

1

1

4

3
3

CA

E

H

JF

I

D G

 : حالت

 
 

چند مرحله بايد طی کند؟برود 1به مقصد  1با توجه به شكل اگر فردي بخواهد از مبدأ  :4مثال ، 

1 )1 

2 )1 

3 )3 

1 )1 

 :1»گزیهه  پاسخ  » 

 1 یا 3، 2های به گر  1:  از گر  1ی مرحله

 7یا  1 ،1های به گر  1یا  3، 2: از گر  های 2ی رحلهم

 9یا  1های به گر  7یا  1 ،1های : از گر 3ی مرحله

 1به گر   9یا  1های : از گر 1ی مرحله

6

7

31

2 5

8

9

4

10
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م  صه  اي م ا ه ي برنامه ريزي پويا 

  
 رتهد از:کههد، عباریزی پویا را مشخص میهای اساسی که مأائل برنامهویژگی

 دارد. متغیر تصمیممرحله یک  تقأیم شود، که هر مراحلتواند به له میهو مأ1

ریوزی پویوا، نیازمهود    شود. به طور مشابه سایر مأائل برنامهمرحله وجود دارد که متغیر تصمیم هر مرحله، کمانی است که انتخا  می 1ی دلیجان لههدر مأ

 له است.هم است که هر )متغیر( تصمیم متهاظر یک مرحله مأگرفتن یک دنباله از تصمیمات مرتبط به ه

توان در آن قأمت از سوفر  های متهاظر هر مرحله، شیرهایی بودند که میی دلیجان، حالتلههو هر مرحله دارای تعدادی حالت وابأته به خود است. در مأ2

تواند متهاهی ها در هر مرحله میتواند در آن مرحله داشته باشد. تعداد حالتتگا  میها عبارتهد از شرایط ممکن که دسها عبور کرد. به طور کلی، حالتاز آن

 هد پیوسته و یا گأأته باشهد. نتواها در یک مرحله میچهین حالتی دلیجان( و یا نامتهاهی )در این بار  بعداً صحبت خواهیم کرد( باشد. هملهه)مانهد مأ

 ی بعدی باشد.تبدیل حالت جاری به حالتی است که وابأته به مرحله هر مرحله، و تهثیر متغیر تصمیم در3

ها تعبیر شوود.  تواند بر حأب شبکهریزی پویا میی برنامهلههمتغیر تصمیم به عهوان مقصد بعدی مهجر به انتقال از حالت جاری به حالت بعدی است. بهابراین مأ

 ی بعدی ارسال شود.  تواند به یک گر  در لایهاست. به این معها که جریان از یک گر  تهیا می لهی مرحهر گر  متهاظر یک حالت و هر لایه نشان دههد 

 له طراحی شد  است. همأی کل و فرآیهد حل برای پیدا کردن متغیر تصمیم بییهه1

*بییهه  میر تصمیسازد که متغمی (n)جدولی برای هر مرحله  ،ی دلیجان، فرآیهد حللههدر مأ
n(x  شود.نشان داد  می (s)برای هر حالت  (

متغیور تصومیم در هور     .های باقی ماند  مأتقل از متغیرهای تصمیم در مراحول قبلوی اسوت   متغیر تصمیم بییهه برای حالتحالت جاری، و با معلوم بودن 1

ریوزی پویوا اسوت. )ایون خاصویت، خاصویت       در برناموه  بهینگأی  اصلایم، این بأتگی دارد نه به آن که چگونه به این جا رسید  لحظه تهیا به حالت جاری

 ریزی پویا در نظر گرفته شود.له برنامههتواند به عهوان یک مأای که این خاصیت را نداشته باشد، نمیلههر مأه .(شودنیز نامید  میی مارکوف

 شود.پیداکردن متغیر تصمیم آخرین مرحله شروع می و فرآیهد حل با1

 ای، ی یوک مرحلوه  لههدهود. جووا  ایون مأو    هوای ممکون در آن مرحلوه را نشوان موی     ی حالوت ی هموه متغیر تصمیم آخرین مرحله، متغیر تصومیم بییهوه  

 معمولاً بدییی است.

nی ی بازگشتی با فرض معلوم بودن متغیر تصمیم مرحلهو یک رابطه7 1، یی مرحلهمتغیر تصمیم بییههn کهد.  را تعریف می 

 ی بازگشتیی دلیجان، رابطهلههدر مأ
n

n

* *
n sx n n

x
f (s) min{d f (x )}  1 

 است. nxنیازمهد پیدا کردن میهیمم مقدار nیدر مرحله sبود. بهابراین پیدا کردن متغیر تصمیم بییهه با شروع از حالت

 توان از یک نمادگذاری استاندارد استفاد  کرد:ریزی پویا یکأان نیأت، اما میی بازگشتی برای مأائل برنامهرابطه

N هاتعداد حالت 

n  برچأب حالت جاری(n , , ,N)1 2 

ns ی حالت جاری در مرحلهn. 

nx ی متغیر تصمیم در مرحلهn. 

*
nx ی مقدار بییههnx  برای(ns .) داد  شد 

n n nf (s ,x ) سیم مراحل n،n 1،...، و N در تابع هدف، وقتی که در حالتns  تصمیمnx .گرفته شد  است 

 :این تعاریف داریمبا 

* *
n n n n nf (s ) f (s ,x ) 

 ی بازگشتی یکی از دو صورت زیر را دارد.رابطه

n

*
n n n n n

x
f (s ) min{f (s ,x )}      یا    

n

*
n n n n n

x
f (s ) max{f (s ,x )} 

nکه در آن  n nf (s ,x *و،  ns،nxباید بر حأب (
n nf (s ) 1 *نوشته شود. تعریف  1

n nf (s *بور حأوب    (
n nf (s ) 1 ای بازگشوتی بورای   یوک رابطوه   1

*
n nf (s  سازد. می (
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*کهیم، تابع کت میحر 1ی هأتیم و به سمت مرحله nیفرض کهید در هر مرحله
n nf (s *ازجدید با استفاد   (

n nf (s ) 1 آید که از تکورار  به دست می 1

 شود.قبلی به دست آمد  است و این فرآیهد تکرار می

تصمیم آغوازین در   رمتغیی تعیین مقدار بییههگردد تا میشود و مرحله به مرحله به عقب بریهد حل از انتیا شروع میآفر ،ی بازگشتیو با استفاد  از رابطه1

 دهد. له را به ما میهی کل مأیابد. این متغیر تصمیم، جوا  بییههی شروع ادامه میمرحله

n)ریزی پویا، برای هر مرحله ی مأائل برنامهدر همه N,N ,..., ) 1  باید جدولی شبیه جدول زیر حاصل شود. 1

 

*
nx 

 

*
nf (s) 

n n nf (s ,x ) nx 

ns  

    

n)ی آغازین وقتی که این جدول برای مرحله )1 ،لت طوری تعریف شد  است که برایله حل شد  است. از آن جا که حاهمأ به دست آمد n 1  مقدار

nمعلومی است، در جدول 1 یمقدار بییهه *(x ) x1 n، حالت برای x1*شود. با معلوم بودن مشخص می 1  گردد و بوا معلووم بوودن آن    محاسبه می 2

x)* یمقدار بییهه ) x2  یابد. ی آخر ادامه مییهد تا مرحلهآشود. این فرتعیین می 2

و  شوند. روش پأرو از انتیای مأهله )مقصد( شروع شود  ریزی پویا به دو صورت پأرو )برگشت به عقب( و پیشرو )پیشرفت به جلو( حل میو مأائل برنامه9

 شود. مرحله به مرحله به ابتدای مأهله )مبدأ( نزدیک می

 کهیم تا به انتیای آن برسیم.روش پیشرو از ابتدای مأهله مرحله به مرحله شروع می در در حالی که

هوا نیوز   و شوبکه  (ILP)حیح ریوزی عودد صو   ، برنامه(NLP)ریزی غیرخطی ، برنامه(LP)ریزی خطی توان در حل مأائل برنامهریزی پویا میو از برنامه11

 استفاد  کرد.

 ریزی پویا دو حالت قطعی و احتمالی دارند.و مأائل برنامه11

ریزی پویای احتمالی ی بعد کاملاً مشخص خواهد بود. در حالی که در برنامهریزی پویای قطعی با معلوم بودن حالت و متغیر تصمیم هر مرحله، حالت مرحلهدر برنامه

شوکل زیور    توان دریافت که با چه احتمالی در کدام حالت از مرحله بعد قرار خواهیم گرفت.ی یک تابع توزیع میحالت و متغیر تصمیم تهیا به واسطه با معلوم بودن

 دهد. احتمالی را نشان می یریزی پویاساختار اساسی مأهله برنامه
 

 

 تصمیم

 احتمال

 سهم

ام nمرحله 

inS

1P

1C

iC

NC

iP

NP

1

N

*
n 1f (N)

nx

nx

 

ریوزی  ی بعدی خواهیم رفت ولی در برناموه یای قطعی با گرفتن تصمیم در یک مرحله، فقط به یک حالت مشخص از مرحلهریزی پودیگر در برنامه به عبارت

هوا دارای  ی بعدی خواهیم رفت. یعهی متغیور وضوعیت آن  های متفاوتی در مرحلهپویای احتمالی با گرفتن یک تصمیم در یک مرحله با احتمالاتی، به حالت

                     ریوزی پویوای  ی برناموه بیشوتر دربوار    توضویح ریوزی پویوای قطعوی اسوت. بهوابراین از      شود  اسوت. در ایون بخوش تهکیود بور برناموه        یک تابع توزیوع داد  

 کهیم.احتمالی اجتها  می

 توان به صورت زیر نمایش داد.ریزی پویای قطعی را میبرنامهساختار اساسی در حالت کلی 

ns

n n nf (s ,x )

nx
n 1s 

*
n 1 n 1f (s ) 

 nمرحله  

: حالت 

 : مقدار

 nxسهم 

 n+1مرحله 
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nsبوه حالوت    ns، فرآیهود از حالوت  nxاست. با اتخاذ تصمیم  ns، فرآیهد در حالت nی طور که مشخص است، در مرحلههمان 1  ی در مرحلوهn 1 

 انتقال خواهد یافت.

*مقدار تابع هدف بر اسا  سیاست بییهه، یعهی 
n nf (s ) 1 ا بو  .تابع هدف سیمی دارد ی، نیز در محاسبهnxتر محاسبه شد  است. متغیر تصمیم ، پیش1

nترکیب مهاسب این دو کمیت مقدار  n nf (s ,x  شود. مشخص می nی ، در ابتدای مرحله(

* بییهه کهیم، داریم: nxاگر تابع را نأبت به  *
n n n n nf (s ) f (s ,x ) 

*پس از به دست آوردن 
nx و*

n nf (s  ی قبل است.به مرحله ی انتقال، فرآیهد حل آماد nsی مقادیر احتمالی برای همه (

                   ریوزی پویوای قطعوی، بور اسوا  نووع توابع هودف اسوت. بوه طوور ماوال، فورض کهیود هودف میهویمم کوردن                 بهدی کردن برناموه های دستهیکی از روش

توانود بوا   ، موی nsبهدی بر اسا  ماهیت مجموعه حالات است. بدین معها کوه، حالوت   حل مختلف است. نوع دیگر دستهم کردن( مجموع سیم مرام)ماکأی

ی دلیجوان( یوا بوا متغیور پیوسوته و یوا متغیور بورداری نموایش داد  شوود. بوه طوور مشوابه، متغیرهوای تصومیم                لههاستفاد  از متغیر گأأته )مانهود مأو  

N(x,x , ,x )1 ی ایون  ی حوائز اهمیوت در هموه   ی این موارد با چهدین ماال بررسی خواههد شد. نکتوه توانهد پیوسته و یا گأأته باشهد. همهنیز می 2

 .  ها مشابه هم هأتهد، در واقع ساختار اساسی همه آنها یکأان استهای ظاهری حل آنی تفاوتها این است که با وجود همهماال

هاي پزشكی به کشورهاي در حال توسعه()فرستادن گروه :5مثال 

کشوور درحوال    3گرو  پزشوکی بوه    1سازمان بیداشت جیانی برای بیبود بیداشت و آموزش نکات بیداشتی در کشورهای در حال توسعه، تصمیم به ارسال 

باید اختصاص داد  شود تا افزایش طول عمر در این سه کشور ماکأویمم شوود.   د. این سازمان باید تعیین کهد که به هر کشور چهد گرو  پزشکی رتوسعه دا

 ضر  جمعیت آن کشور در میانگین افزایش طول عمر سالیانه است. در مورد هر کشور افزایش طول عمر بر حأب نفرو سال برابر با حاصل

 

 افزایش طول عمر )نفرـ سال(

 کشور های پزشکیگروه

3 2 1 

    

1 2 11 1 

7 11 7 2 

1 71 9 3 

1 11 51 1 

13 11 12 1 

 :سازیفرمول پاسخ 

ریزی ی برنامهلهههم است. یعهی، چه تعداد گرو  پزشکی باید در این سه کشور مأتقر شوند. از این رو، در مأ له نیازمهد اتخاذ سه تصمیم مرتبط بههاین مأ

n(nعهوان یک مرحله در نظر گرفته شود. متغیور تصومیم   تواند بهپویای قطعی، هر کشور می , , ) x1 2 یافتوه بوه   هوای پزشوکی اختصواص   تعوداد گورو    3

 و مراحل بعد تخصیص داد. nیتوان به مرحلههای پزشکی که میاست و حالت در این سیأتم عبارت است از تعداد گرو  nی مرحله

nS  ماند زشکی در دستر  )باقیماند ( برای استقرار در کشورهای باقیهای پتعداد گرو(n,n , , ) N 1 3 3. 

sاند، ها باقی ماند های پزشکی به آن( که هر سه کشور برای تخصیص گرو 1)کشور  1بهابراین در مرحله  1  است.  5

s ت عبارتهد از:(، حالا3 و 2)کشورهای  3 و 2و در مراحل  s x , s s x   2 1 1 3 2 2 
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nها باید طوری تعریف شوند که برای طور که قبلاً اشار  شد حالتهمان :3نكته  1    عبوارت دیگور، بورای    ، مقادیر مأوتقل و معلوومی باشوهد بوه

n 1 ،s1 های پزشکی به کشورهای در حال توسعه(، ی )فرستادن گرو لههی مراحل است. به عهوان ماال در مأنمایانگر کل مهبع برای همهs1  تعداد

 است.  1کشور است که این مقدار برابر  3های پزشکی برای کل گرو 

iفرض کهید:  iP (x  است: x3و، x1،x2د. بهابراین، هدف انتخا اشب iگرو  پزشکی به کشور ix، افزایش طول عمر حاصل از اختصاص (

i i
i

max P (x )




3

1
 

i
i

s.t. x




3

1
5 

xعدد صحیح و  ,x ,x 1 2 3 

 داریم:

n n n n n i i
i n

f (s ,x ) P (x ) max P (x )

 

  
3

1
 

nxروی متغیرهای  maxکه در آن  ,....,x1 i شود که:طوری محاسبه می 3 n
i n

x s




3

 

nبرای  نامهفی متغیرهای صحیح  ixو  , ,1 2  هأتهد. علاو  بر این، 3

n n

*
n n n n n

x , ,...,s
f (s ) max f (s ,x )




1
 

* بهابراین:
n n n n n n n nf (s ,x ) P (x ) f (s x )  1 

*(f )4. د  است.ای اساسی این روابط در شکل زیر نشان داد  شرابطه 

ns

*
n n n n n n 1 n nf (s ,x ) P (x ) f (s x )  

nx

n nP (x )
n ns x

*
n 1 n nf (s x ) 

 nمرحله  

: حالت 

: مقدار 

 n+1مرحله 
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 صورت زیر است:له بههاین مأ f3*و ، f1 ،*f2*ای بازگشتی مربوط به توابع بهابراین، رابطه

n n

* *
n n n n n n n

x , ,...,s
f (s ) max {P (x ) f (s x )}, n ,


   1

1
1 2 

n)برای آخرین مرحله  ) f*چون  3 (  برابر صفر است، داریم: 4(

 *

x , ,...,s
f (s ) max P (x )




3 3
3 3 3 3

1
 

 صورت زیر ارائه شد  است:ریزی پویا بهنتایج محاسبات برنامه فرآيند حل:

nبرای    جدول زیر را داریم: 3

* *s f (s ) xn  3 3 3 33

1 5 1

2 7 2

3 8 3

4 1 4

5 13 5

 

 

nریزی پویا در حالتئل برنامهی مأادر همه N (محاسبات است که همان حالت شروع) شودفرض می: 

*
N N n nf (s ) P (x ) 

*بهابراین
n nx s. شوود. در حالوت   له آورد  میههای مأی خاصی لازم نیأت و جدول این مرحله هموار  از روی داد در نتیجه در این مرحله هیچ محاسبه

 کلی داریم:

*
N Nx ( s ) *

N Nf (s ) NS 

 لهههای مأداد  لهههای مأداد  برابر ستون اول

nی در مرحله  s، حالت 2 2  نمایش داد: صورت زیر توان بهرا می 2

 
 حالت :

 

sزیرا 2 در نظور   3و  2های پزشکی اختصاص داد  شد  به کشوورهای  را تعداد گرو x2. بهابراین اگر3و  2گرو  پزشکی داریم برای کشورهای  دو یعهی 2

 دهد.  حالت رخ می 3بگیریم 

xحالت اول 2 ماند. افزایش طول شود و هیچ گرو  پزشکی برای کشور سوم باقی نمیبه کشور دوم اختصاص داد  می در این حالت هر دو گرو  پزشکی (2

 است. 11له ههای مأعمر حاصل از این اختصاص با توجه به داد 

xحالت دوم  2 sکوه  شود و برای کشوور سووم )بوا توجوه بوه ایون      رای کشور دوم اختصاص داد  می( در این حالت یک گرو  پزشکی ب1 2  یوک  ( 2

طول عمر بوه همورا     افزایش نفر و سال  5و یک گرو  پزشکی به کشور سوم 2ماند. اختصاص یک گرو  پزشکی به کشور دومگرو  پزشکی باقی می

 خواهد داشت.

xحالت سوم 2هوای پزشوکی موجوود بورای کشوور سووم بواقی        شود و همه گورو  ای به کشور دوم اختصاص داد  نمی( در این حالت هیچ گرو  پزشکی

 است.  7ماند. افزایش طول عمر حاصل از این تخصیص برابرمی

f* شود. محاسبه می روروبه صورتفرمول مربوط به این حالت به ( ,x ) P (x ) f ( x )  2 2 2 2 3 22 2 

2

45

20

0

2

1

0 0

50

70
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 که در آن

*x f ( , ) P ( ) f ( )     2 2 2 32 2 7 7 

*x f ( , ) P ( ) f ( )     2 2 2 31 2 1 1 1 2 5 7 

*x f ( , ) P ( ) f ( )     2 2 2 32 2 2 2 45 45 

x*یا  1له، ماکأیمم کردن است، در نتیجه برای هاست. چون هدف در این مأ 2 ،*f ( ) 2 2  است.  7

 

*
x2 

 

*
f (s )2 2 

*
f (s ,x ) P (x ) f (s x )  2 2 2 2 2 3 2 2 x2 

s2 5 4 3 2 1 0 

         

 1     2 5 1 

 2 7 7 11    7 یا 1

2 91   71 55 9 1 3 

3 121  11 125 111 1 1 1 

1 11 11 11 111 121 12 13 1 

nجدول مربوط برای مرحله  1:به صورت زیر است 

 

*
x1 

 

*
f (s )1 1 

*
f (s ,x ) P (x ) f (s x )  1 1 1 1 1 2 1 1 x1 

s1 5 4 3 2 1 0 

1 71 12 111 11 111 17 11 1 
 

 

 

x*، 1ی بهووابراین، جوووا  بییهووه مرحلووه  1 اسووت، بووا در نظوور گوورفتن   1

s   2 5 1 x*، 2ی ی مرحلوه ، جوا  بییهه4 2 اسوت. بوه هموین     3

sترتیب برای    3 4 3 1 ،*x 3 f*است. از آنجوا کوه    1 ( ) 1 5 17 

)صوورت  ه هوای پزشوکی بو   است، در نتیجه اختصواص گورو    , , )1 3 باعو    1

 .شودمر جمعیت این سه کشور میافزایش طول ع

*
1x 1

45 160

110

130

130

0
00

0

0

0

50

70
20

125

50

50

7070

80
80

100

100

*
2x 3

75

45

1 1

95

2 2

3 3

4 4

5 55

 

 حالت

0 0 0

*
3x 1

 
 

 

 ریزی پویا یک مهبع وجود دارد که باید توزیع شود. در این ماال تعدادی پزشک به عهوان مهبع وجود دارند که باید بوین  در اکار مأائل برنامه :1تذکر

 سه کشور توزیع گردد.

n  2 

n 1 
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 ر    راديان 

  
عبيارت اسيت از   ر ش گر ديا ن  ي كلي شود. ايدههاي پيوسته دارند، ارائه ميپذيرند و مشتقسازي توابعي كه دوبار مشتقدر اين قسمت روشي براي بهينه

 ر جهت گراديان تابع. ايجاد نقاط متوالي د

         ، يك روش گراديان براي حل معياد ت همزميان اسيت. در ايين قسيمت روش ديگيري بيه نيام        آن را توضيح داديمروش نيوتن ي رافسن كه در قسمت قبل  

شيود. روش  بررسي ميي است، سازي بيشترين كاهش سازي بيشترين افزايش و در مسائل مينيممدر مسائل ماكسيممكه (، ك هش)  فز يشر ش تندترين 

شود كه بردار گراديان تابع در آن نقطه برابر صفر باشد. البته بايد توجه داشت كه اين شرط، تنها يك شرط  زم براي بهينگي اي متوقف ميگراديان در نقطه

fخيواهيم  اشيد. فيرض كنييد ميي    تيابع از قبيل مشيخص ب    شود كه محدب يا مقعر بيودن ي در صورتي حاصل مياست اما شرط كافي نيست. بهينگ (x)  را

kfفرض كنيد  همچنين ي شروع باشد.نقطه xماكسيمم كنيم و  (x ) ي گراديان تابع در نقطهkx   باشد. هد  از روش تندترين افزايش، تعيين مسييرp 

است كه 
f

p




kxو  kxشود كه نقاط متوالي ي داده شده ماكسيمم شود. اين نتيجه زماني حاصل ميدر طول آن در نقطه  1 طوري انتخاب شوند كه 

 k k k kx x r f (x )   1  

 است.  kxطول گام بهينه در  kr در رابطه با 

kxي بعدي، شود كه نقطهبه قسمي تعيين مي krطول گام  1،  تابع بيشترين مقدار افزايش را به f(x)      ي متغييره بدهد. به عبيارت ديگير اگير تيابع تيك

h(r) را به صورت 

k kh(r) f[x r f (x )]   

krتعريف كنيم،  r  كنيم كه تابع اي تعيين ميبه گونهراh(r) .ماكسيمم شود 

kxو  kxي ي متوالي توليد شدهپذيرد كه دو نقطهروش تندترين افزايش زماني پايان مي  1 شرط معادل   .تقريباب مساوي باشند  

k kr f (x )  

krكه  است. با فرض آن   شرط  زم ،kf (x )   درkx كند.  صدق مي 
 

 بايد  سازيجهت پيدا كردن بيشترين افزايش در تابع هد  مسائل ماكسيممكنيم. مي با يك نقطه حدس اوليه شروع ، حل رادر اين روش :35نكته 

 كنيم.ار گراديان حركت ميسازي در خلا  جهت بردبردار گراديان حركت كنيم و براي پيدا كردن بيشترين كاهش در تابع هد  مسائل مينيمم در جهت          

 يلهأمس :33مث ل max f(x ,x ) x x x x x x    2 2
1 2 1 2 1 1 2 24 6 2 2 2 

  ر  در نظر   يريد.    ر ش تندترين  فز يش  ر ي تقريب جو ب   تف د  كنيد. 

 :ي به طور اختياري نقطه پ  خ( , ) 11x كنيم، داريم: ي شروع انتخاب ميرا به عنوان نقطه 

f ( ) ( x x , x x )     1 2 1 24 4 2 6 2 4x 

 .تكر ر   ل

f ( ) ( , )  2x 

1ي بعدي، نقطه
x با در نظر گرفتن ،( , ) r( , ) ( r, )    1 11 2 1 2 1x رابطه زير را داريم: آيد. بنابرايندست ميهب 

h(r) f ( r, ) ( r) ( r)       21 2 1 2 1 2 2 1 2 4 

 گي به صورتطول گام بهينه با استفاده از شرايط بهين

 

dh
( r)

dr

d h

dr

   


2

2

8 1 2 4

 

h(r) ،rشود. مقدار ماكسيمم تعيين مي 1 1
4

)بعدي  است كه جواب نقطه  , )1 1
1

2
x دهد. دست ميرا به 
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 .تكر ر د م

f ( ) ( , )

( , ) r( , ) ( , r)

h(r) ( r) ( r)

 

   

     

1

2

1

1 1
1 1 1

2 2
3

2 1 5 1
2

x

x 

با قرار دادن 
dh

dr
  و با بررسي

d h

dr

2

2
 خواهيم داشت: 

r , ( , ) 2 21 1 5
4 2 4

x 

 .تكر ر  وم

f ( ) ( , )

r
( , ) r( , ) ( , )

h( ) ( r) ( r)

  


   

     

2

2

1
2

1 5 1 1 5
2 4 2 2 4

1 3 35
1 1

2 4 8

x

x

r

 

 بنابراين

r , ( , ) 3 31 3 5
4 8 8

x 

 .تكر ر چه رم

f ( ) ( , )

r
( , ) r( , ) ( , )

h(r) ( r) ( r)

 


  

     

3

2

1
4

3 5 1 3 5
8 4 4 8 4

1 21 39
5 5

8 16 32

x

x 

r :شودكه از آن نتيجه مي , ( , ) 4 41 3 21
4 8 16

x 

 .تكر ر پنجم

 

 

f ( ) ( , )

r
( , ) r( , ) ( , )

h(r) ( r) ( r)

  


   

     

4

2

1
8

3 21 1 3 21
8 16 8 8 16

1 11 567
3 3

32 64 128

x

x 

 بنابراين: 

 r , ( , ) 5 51 11 21
4 32 16

x 

 .تكر ر ششم

 f ( ) ( , ) 5 1
16

x 

fاز آنجا كه  ( ) 5
x ي ماكسيمم تقريبي، تواند در اين نقطه پايان پذيرد. نقطهروش مي/ /( , )5 3438 1 3125x  .ي كيه نقطيه   دقيت كنييد  است

*بهينه دقيق 
/ /x ( , ) 3333 1  است، كه خيلي به هم نزديك است.  3333
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 ر ش گر دي ن مينيمم ت  ع :32مث ل    f (x ,x ) ( x ) x  2 2
1 2 1   ر   ه د ت آ ريد.  24

 :ي شروع را  نقطه پ  خ( , )x گيريم.در نظر مي 

f (x ,x ) ( x , x )   1 2 1 28 2 2 

 تكر ر   ل.

f ( ) ( , )

( , ) r( , ) ( r, )

h(r) f ( r, ) ( r) ( r)

  

    

      2 2

8

8 8

8 4 8 16 1 2

x

x 

h بنابراين: (r) r    
1
2

 

 .تكر ر د م

( , ) ( , ) ( , )   1 1
8 4

2
x 

f ( ) ( , ) 1
x 

x*در نتيجه جواب بهينه  ( , )  است. 4

 

له خطي هستند در حالي كه تابع هد  أهاي مسمربوط به محدوديتهاي خطي آن است كه تمام توابع با محدوديتسازي غيرخطي ي مسائل بهينهمشخصه

رييزي  انيد. برناميه  ريزي خطي استوار است، توسعه يافتيه ها بر تعميم برنامههاي خاصي كه اساس آنغيرخطي است. براي حل توابع هد  غيرخطي الگوريتم

 يك حالت خاص از اين نوع است. ،شودميدرجه دوم كه در زير مطرح 

در آمار كياربرد فيراوان دارد.   گذاري و آناليز رگرسيون هاي اقتصادي، آناليز سرمايهريزي درجه دوم در فرموله كردن بسياري از مسائل علمي مانند مدلبرنامه

هاي خطي ميورد اسيتفاده قيرار    سازي با محدوديتاز مسائل بهينهي ديگر اهميت اين مدل آن است كه به عنوان روش متداول براي حل بسياري علت عمده

 رسد.ها به جواب ميهاي درجه دوم تقريب زده شده و از طريق حل آنريزيي اصلي با يك رشته از برنامهلهأگيرد. بدين معني كه مسمي

 ريزي درجه د مبر امه

ريزي خطيي ايين   ي برنامهلهأتابع هد  يك تابع درجه دوم است. بنابراين تنها تفاوت آن با يك مسخطي هستند اما  ،هاهمه محدوديتريزي درجه د م  رن مهدر 

 ريزي درجه دوم به صورت ي برنامهلهأدو متغير هستند. شكل كلي يك مسهد  يا به صورت مجذور يك متغير و يا حاصل ضرب است كه بعضي از عبارات تابع 

n n n

j j j jk k
j j k

n

ij j i
j

j

max z c x x q x

s.t. a x b i , ,...,m

x i , ,...,n

  



 

 

 

 



1 1 1

1
1 2

1 2

 

Tقرار دهيد  است.
n(x ,x ,...,x ) 1 2x، jk[q ]Q ،n(c ,c ,...,c ) 1 2c  وT

m(b ,b ,...,b ) 1 2b. 

 ريزي درجه دوم به صورتي برنامهلهأنمايش ماتريسي مس

Tmax z

s.t.

 





cx x Qx

Ax b

x

 

 است. 
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jضريب  kx .x له برابر أدر اين مسjk kjq q    است، بنابراين اگير مياتريسjkD [d ]      را طيوري تعرييف كنييم كيه در آنjk jk kjd q q   آنگياه

T ،متقارن خواهد بود Dماتريس T
1
2

x Dx x Qx  در نتيجهD رييزي  اي برنامهلهأتوان نمايش ماتريسي مس. در نتيجه ميع هد  استماتريس هسي تاب

 درجه دوم را به صورت زير نيز نشان داد:

Tmax z

s.t.

 





1
2

cx x Dx

Ax b

x

 

Tتابع 
x Dx معر  يك صورت درجه دوم است. ماتريسD يعنيي   معاين منفاي    سازيله ماكسيممأبراي مس(T  x x Dx  لهأ( و بيراي مسي 

T)يعني معين مثبت  مينيمم سازي  x x Dxي لهأسيازي اكييداب مقعير و بيراي مسي     له ماكسيممأشود. بنابراين تابع هد  براي مس( فرض مي

 سازي اكيد محدب است. مينيمم

 ريزي درجه د م رن مه لهأشكل م تريسي مس :31مث ل 

max z x x x x x x x x

s.t. x x x

x x x

x ,x ,x

    

  

  



2 2
1 1 2 1 3 2 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 5

2 4

2 3 7
 

 ر   نويسيد.

 :نويسيم:هد  را به صورت ماتريسي ميله به شكل ماتريسي آن، ابتدا تابع أبراي تبديل اين مس  پ  خ 

x

z (x ,x ,x ) x

x

  
  

   
  
  

1

1 2 3 2

3

1 2 3

5 1 

به صورت  Qكه در آن ماتريس 
 
 

  
 
 

1 2 3

5 1Q ه در درس است. با توجه به مطالب گفته شدjk jk kjd q q  :بنابراين داريم 

   
   

    
   
   

2 2 3 4 4 6
1

2 1 1 4 2 2
2

3 1 6 2

D 

 كه در آن:

d q q

d q q

d q q

d q

    

    

    

 

11 11 11

12 12 21

13 13 31

33 33

1 1 2

2 2

3 3

2

 

 ريزي درجه دوم به صورت ي برنامهلهأبنابراين شكل ماتريسي مس

x

max z (x ,x ,x ) x

x

x

s.t. x

x

x ,x ,x

  
  

   
  
  

 
   

    
    

 



1

1 2 3 2

3

1

2

3

1 2 3

4 4 6
1

4 2 2
2

6 2

1 2 1 4

2 1 3 7
 

 است. 
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ي كليي برقيرار   اكيداب مقعر و فضاي جواب محدب است، شرايط كافي براي بهينه zمبتني است. از آنجا كه « كي.تي.كي»له بر شرايط  زم أروش حل اين مس
 توان به صورتله را ميأاست. بنابراين مس

T

m n
n

max z

s.t. ( ) x 

 

  
    

   

1
2

cx x Dx

bA
G x

I

 

Tفرض كنيد بازنويسي كرد. 
m( , ,..., )   1 2  وT

n( , ,..., )   1 2  هياي   گرانژ مربوط به محيدوديت به ترتيب ضرايبm Ax b  و
 x  به صورت« .تي.كيكي»باشند. شرايط 

m

n

T T

n

i i ij j
j

j j

n

z ( , ) ( )

(b a x ) i , ,...,m

x j , ,...,n







   

   

  



 


1

1 2

1 2





  G x

Ax b

x

 

  شود. با در نظر گرفتنِنوشته مي
Tz

G( )

  

 
   

 

c x D

A
x

I

 

 ها و با فرضبه عنوان گراديان تابع هد  و محدوديت  s b Axشوند:، شرايط به صورت زير بازنويسي مي 
T T T

j j

i i

n m

x j , ,...,n

s i , ,...,m

, , ,

   

 

  

  

 

1 2

1 2

x D A c

Ax s b

x s

 

 

 

Tجا كه از آن D Dتوان به صورت، ترانهاده مجموعه اول معاد ت را ميT T   Dx A c توان به صورت زيرنوشت. بنابراين شرايط  زم را مي 
 تركيب كرد. 

T T

j j i i

n m

x s i, j

, , ,

 
               

    
 

    

 

x

D A I c

A I b

s

x s





 

 

jكنيد، جز شرايط طور كه مشاهده ميهمان j i ix s    در ي معاد تبقيهx ، ، وs     له بيا حيل مجموعيه   أتوابع خطي هسيتند. ليذا ايين مسي 

jمعاد ت خطي در شرايط اضافي  j i ix s    له اكيداب مقعر و فضاي شدني محدب اسيت، جيواب   أهم ارز است. با توجه به اين كه تابع هد  اين مس

 اي كه در همه شرايط صدق كند، يكتا و بهينه است. شدني

 شرطرقرار شدنِ ، امكان بتباهيدگيتوجه داشته باشيد كه در صورت وجود   :3تذكرi is  در حيالي كيه هير دو متغيير     شيود. فراهم مييis وi   در پاييه

  هرگز به طور همزمان در پايه نباشند. isوiهستند ولي مقدار يكي صفر است كه اين با فرض مسأله مغايرت دارد. در نتيجه بايد توجه داشت كه دو متغير
 

 پذير نباشد.هاي اضافي مكمل زائد امكانچنين محدوديتيابد كه هيچ محورگيري مطابق با قواعد سيمپلكس و هماين الگوريتم زماني خاتمه مي :33نكته 
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 ريزي درجه د م  رن مهي لهأمس :33مث ل 

max z x x x x x x

s.t. x x

x ,x

    

 



2 2
1 2 1 1 2 2

1 2

1 2

4 6 2 2 2

2 2 

 حل كنيد.  ر 

 :له را به صورت ماتريسيأابتدا مس  پ  خ 

x x
max z ( , ) (x ,x )

x x

x
s.t. ( , )

x

x ,x

     
     

     

 
 

 



1 1
1 2

2 2

1

2

1 2

4 21
4 6

2 42

1 2 2 

 تاكر به صورتِ ي كنيم. شرايط كاهنبازنويسي مي

x

x

s

 
 
    
    

             
  
 

1

2

1

1

2

1

4 2 1 1 4

2 4 2 1 6

1 2 1 2

 

 دست آمده است. ه ب R2و R1متغيرهاي مصنوعي  با وارد كردندو فازي جدول آغازين روش  شود.بررسي مي

 ايپايه s1 R2 R1 2 1 1 x2 x1 جواب

1 . . . 5- 5- 3 1 1 r 

4 . . 5 . 5- 5 2 4 R1 

1 .1 5 . 5- . 2 4 2 R2 
2 5 .1 .1 .1 .1 .1 2 5 s1 

 

با توجه به اين كه . تكر ر   ل 1 متغير ،x1 عنوان متغير وارد شونده و هرا بR1 كنيم.  عنوان متغير خارج شونده انتخاب ميرا به 

 ايپايه s1 R2 R1 2 1 1 x2 x1 جواب

4 . . 
3
2

 5- 1
2

 
3
2

 3 . r 

5 . . 1
4

 . 1
4

- 
1
4

 
1
2

 5 x1 

4 . 5 
1
2

 5- 1
2

 
3
2

 3 . R2 

5 5 . 
1
4

 . 1
4

 
1
4

- 
3
2

 . s1 

 

ا كه از آنج .تكر ر د م 2 ،x2 كنيم.  را به عنوان متغير وارد شونده انتخاب مي 
 

 ايپايه s1 R2 R1 2 1 1 x2 x1 جواب

2 2- . 5- 5- . 2 . . r 

2
3

 
1
3

 . 1
3

 . 
1
3

 
1
3

 . 5 x1 

2 2- 5 . 5- . 2 . . R1 
2
3

 
2
3

 . 1
6

 . 1
6

 
1
6

 5 . x2 
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sزيرا  ،اي تبديل كردتوان به پايهرا مي 1مساعدترين متغير  .تكر ر  وم 1. 
 

 ايپايه s1 R2 R1 2 1 1 x2 x1 بجوا

. . 5- 5- . . . . . r 

1
3

 . 
1
6

 
1
3

 
1
6

 
1
3

 . . 5 x1 

5 5- 1
2

 . 
1
2

 . 5 . . 1 

5
6

 
1
2

 
1

12
 

1
6

- 
1

12
 

1
6

 . 5 . x2 

rكه  دهد. با توجه به ايندست ميي فاز اول را به، جواب بهينهبا جدول   جواب ،x 1
1
3

xو   2
5
6

له اصيلي  أدر مس zي شدني است. مقدار بهينه 

 است.  51/4برابر 

  
ر    اي   ي كردن م ا ل  ير  ي 

  
 شيود. ريزي خطي به جاي حل مسائل غيرخطي توصيه ميي ريزي خطي متداول و متنوع است، بنابراين حل مسائل برنامهكه حل مسائل برنامهاينبا توجه به 

 شود.هاي متفاوتي براي خطي كردن مسائل غيرخطي ارائه ميدر اين قسمت روش

  
ت اب   د   درم لقي 

  
 سازي ي بهينهلهأمس

n

j j
j

min z c | x |




1

 

n

ij ij i
j

s.t. a x b i , ,...,m



 
1

1 2 

j , ,...,n1  jxنامقيد              2

jcطوري كه در آن را در نظر بگيريد، به  ،j , ,...,n1 ي تعريف شده براي بر روي محدوده لهأكنيد اگر چه تابع هد  مسطور كه مشاهده ميهمان .2

)، jxجايي كه ريزي خطي است. از آنله برنامهأله قابل تبديل به يك مسأمتغيرها خطي نيست، اما اين مس j , ,...,n)1 متغيري نامقيد است، بنابراين  ،2

jصورت توان آن را بهمي j jx x x   طوري كه نمايش داد بهj jx ,x    وj jx .x  .  در نتيجهj j j| x | x x    گزينيي  ، بنابراين بيا جياي

 ريزي خطي ي برنامهلهأي فوق به مسلهأاين تبديلات، مس
n

j j j
j

min z c (x x ) 



 
1

 

n

ij j j i
j

s.t. a (x x ) b i , ,...,m 



  
1

1 2 

j jx ,x j , ,...,n   1 2 

 تبديل خواهد شد. 

 ي لهأمس  :35مث ل 

min z x x x | x | | x |     1 2 3 2 33 4 5 3 2 

s.t. x x x   1 2 33 2 13 9 

x x x   1 2 38 3 3 1 

xن مقيد   ,x ,x1 2 3 

 صورت خطي    نويسي كنيد.ر   ه
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 :جا كه متغيرهاي از آن  پ  خx1 ،x2  وx3 گزيني نامقيد هستند، بنابراين از جايj j jx x x   ،j , ,1 2 كنييم. كيه در آن   ، اسيتفاده ميي  3

jx ،j , ,1 2  صورتيافته بهي تبديللهأست. مسي انامنف 3

min z (x x ) (x x ) (x x ) (x x ) (x x )                   1 1 2 2 3 3 2 3 3 33 4 5 3 2 

s.t. (x x ) (x x ) (x x )           1 1 2 2 3 33 2 13 9 

(x x ) (x x ) (x x )           1 1 2 2 3 38 3 3 1 

x ,x ,x ,x ,x ,x      1 1 2 2 3 3 
 خواهد بود.

jcسازي ممنيميي دقت كنيد كه اگر در مسأله :33نكته    گاه اين روش قابل استفاده نيست )بررسي كنيد(. موجود باشد، آن 

  
 تاب   د  ميني ماك   

  
kتيابع خطيي    kشدني آن يك تابع چند وجهي و تابع هد  آن ماكسييمم  سازي را در نظر بگيريد كه فضايله بهينهأيك مس ,...., ,2 1

c x c x c x    اسيت بيه

iطوري كه  i i
n(c ,...,c ) 1c ،i , ,...,k1 Tله را بيا بيردار   أامين تابع باشد. متغيرهياي مسي   i، بردار سطري ضرايب هزينه در 2

n(x ,x ,...,x ) 1 2x 

 له به صورت أدهيم. بنابراين مسنمايش مي
kmin max{ x, x,...., }1 2

c c c x 

s.t bAx 

nx 

kfاي شدني است كه xدست آوردن شود. هد  بهبيان مي ( ) max{ , ,..., } 1 2
x c x c x c x  .را مينيمم كندf ( )x توان با يك فرمول بسته معين را نمي

nxي فوق، متغير جديد )نامقيد( لهأكرد. براي خطي كردن مس 1 كنيم. فيرض كنييد   را تعريف ميk
nx max{ , ,..., }  1 2

1 c x c x c x   در ايين صيورت .

 ي زير برقرار است: رابطه
i i

n ni , ,...,k , x x i , ,...,k       1 11 2 1 2c x c x 

nxله، تابع هد  به أبنابراين با اضافه كردن اين محدوديت به مس 1 خطيي اسيت و در آن    يشيود كيه تيابع   تبديل ميn nx ,x ,...,x ,x1 2 متغيرهياي   1

nmin :  ي جديد به صورت لهأله هستند. مسأتصميم اين مس x 1 
i

ns.t x i , ,...,k   1 1 2c x  

Ax b 
nنامقيد    n, x  1x 

 ريزي خطي است. له يك برنامهأد  خطي هستند، بنابراين اين مسچنين تابع هها و همي محدوديتله همهأخواهد بود. در اين مس

 ي لهأمس  :33مث ل 

min max{ x x , x x }  1 2 1 25 2 3 4 

s.t. x x

x x

x ,x

 

 



1 2

1 2

1 2

5 7

3 6 1 

 ريزي خطي  نويسيد.ي  رن مهلهأر   ه صورت مس

 :متغير نامقيد   پ  خx3  را به صورتx max{ x x , x x }   3 1 2 1 25 2 3  له به صورت أريزي خطي اين مسكنيم. بنابراين شكل برنامهتعريف مي 4

min x3 

s.t. x x x  3 1 25 2 

x x x  3 1 23 4 

x x 1 25 7 

x x 1 23 6 1 
xنامقيد    ,x , x1 2 3 

 است. 
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rmax يلهأمسبه طور مشابه  min{ , ,..., }1 2
c x c x c x 

 
s.t. b



Ax

x
 

rرا در نظر بگيريد. مشابه بحث قبل اگر  ,..., ,2 1
c x c x c x گاه تيابع  توابع خطي مفروض باشند، آنrg( ) min{ ,..., } 1

x c x c x   اي توابيع  مينييمم نقطيه

iخطي 
c x ،i ,..., r1، له، متغير أشود. براي خطي كردن اين مسناميده ميnx 1 دهيم.را تعريف كرده و قرار مي 

i
nx min{ , ,..., }  1 2

1 c x c x c x 

i در اين صورت داريم: 
nx i , ,..., r   1 1 2c x 

 ي جديد به صورت لهأله، مسأهاي مسبا اضافه كردن اين نامساوي به محدوديت

nmax x 1 
i

ns.t x i , ,..., r   1 1 2c x 

Ax b 

x 
nxنامقيد     1 

 ي اوليه است.لهأسريزي خطي و معادل با مله، يك برنامهأاين مس بينيد.ميطور كه آيد. هماندست ميبه

 ريزي خطي    نويسي كنيد: ي  رن مهلهأصورت يك مسله  ير ر   هأمس  :33مث ل 

max min{x x , x x } 1 2 1 25 3 6 

s.t x x

x x

x ,x

 

 



1 2

1 2

1 2

5 2 17

3 1 

 :له، متغير نامقيد أبراي خطي كردن اين مس  پ  خx3  را به صورت 

 x min{x x , x x }  3 1 2 1 25 3 6 

 له به صورت أريزي خطي اين مسشكل برنامه ،شده كنيم. بنابراين طبق مطالب گفتهمعرفي مي

max x3 

s.t. x x x  3 1 25 

x x x  3 1 23 6 

x x 1 25 2 17 

x x 1 23 1 

x ,x 1 2 

 x3نامقيد   

 خواهد بود. 

  
تاب   د  ك ري  

  

 ي لهأمس

n

j j
j

n

j j
j

( c x )

min

( d x )





 







1

1

 

n

ij j i
j

s.t. a x b i , ,...,m



 
1

1 2 

jx j , ,..,n 1 2 
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	4

