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  پيشگفتار

  »آشنايي با مفاهيم اوليه معادلات ديفرانسيل معمولي« 

  مقدمه

 .موجـود  نسبت به متغيـر مسـتقل نيـز     وابسته، مشتقات مراتب مختلف متغير وابستهآن علاوه بر متغير مستقل و متغير ضابطه هر معادله كه در  تعريف
  د.شوناميده ميمعادله ديفرانسيل معمولي ، شداب

 .گويند. معادله ديفرانسيلآن  مرتبهيك معادله ديفرانسيل معمولي را ضابطه گيري حاضر در بالاترين مرتبه مشتق  تعريف  

f(n)نمايش عموميداراي  y وابستهو متغير  x با متغير مستقل ،nمعادله ديفرانسيل مرتبه ،به عنوان مثال (x , y, y , , y )   .است  

 بزرگتـرين تـوان   نوشـت اي چند جملهيك  به صورتگيري نسبت به مرتبه مشتقرا  ابطه يك معادله ديفرانسيل معموليضبتوان اگر  عريف.ت ،
  گويند. به عنوان مثال؛ معادله ديفرانسيلآن  درجهرا  "كننده مرتبه جملات تعيين "حاضر در

xyــ معادله ديفرانسيل y sec x    و نسبت به  1، با درجه 1ز مرتبه معادله ديفرانسيل ا، يكy  برحسبx .است  

uــ معادله ديفرانسيل u sec x  ،  و نسبت به  1، با درجه 2يك معادله ديفرانسيل از مرتبهu  بر حسبx .است  

tــ معادله ديفرانسيل      2، و نسبت به 1، با درجه 2 يك معادله ديفرانسيل از مرتبه  بر حسبt .است  

xyــ معادله ديفرانسيل y y y e      2 ،  و نسبت به  2، با درجه 3يك معادله ديفرانسيل از مرتبهy  بر حسبx .است  

dمعادله ديفرانسيل ــ x d x( ) x sin x
dy dy

 
4 23

4   است. yبر حسب  xو نسبت به  3، با درجه 4ه ، يك معادله ديفرانسيل از مرتب2

  مفهوم جواب در معادلات ديفرانسيل
  

 .ت، تابع جـواب  ذكر اسه شود. لازم بخوانده مي معادله ديفرانسيلآن  جواب ،يك معادله ديفرانسيل مفروض صدق كند ضابطههر تابع كه در   تعريف
  د.شو صريح، ضمني و پارامتري بيان صورتتواند به هر سه مي

yعنوان مثال. ثابت كنيد تابعه ب sinx يك جواب معادله ديفرانسيل ،y y   ؟است  
  م.محاسبه كنيم و حاصل را در عبارت فوق جايگذاري كني xرا نسبت به  yكافيست مشتق دوم  حل.

( y sin x y cos x y sin x) y y sin x sin x               

yپس sin x در معادله ديفرانسيلy y    كند.صدق مي  

  با جايگذاري در معادله
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  هاي زير محاسبه كرد:توان به يكي از صورتجواب يك معادله ديفرانسيل مفروض را مي
در واقع، جواب عمومي يك معادلـه  شود. آن معادله ناميده مي جواب عمومي شود،لخواه بيان ي دهاجواب معادله ديفرانسيل، توسط يك رابطه با ثابت ــ اگر

,ng(xپارامتري با نمايش عمومي nيك دسته منحني به صورتديفرانسيل  y,c , ,c ) 1   گردد.ارائه مي  
يـا بـه تعبيـر     جـواب خصوصـي  آيد،  به دستبر جواب عمومي  و با اعمال شرايط اوليهبوده خواه جواب معادله ديفرانسيل، فاقد هرگونه ثابت دل ــ اگر

  شود.ناميده مي خم انتگرال ،هندسي

و  دشـو ناميده مـي  شرايط اوليهد، شودر جواب عمومي مي موجودهاي ذكر است، شرايط موجود در يك معادله ديفرانسيل، كه منجر به تعيين ثابته لازم ب

  ناميم.مي مسأله با مقدار اوليهنين يك معادله ديفرانسيل همراه با شرايط اوليه را، هم چ

xyـ پارامتري1عنوان مثال، دسته منحني ه ب ceجواب عمومي معادله ديفرانسيل ،y y      است. جوابي از اين معادله، با شـرط اوليـه 
y ( )    آيد:مي به دست، اينگونه 1

)با جايگذاري مختصات حل. , )1 در دسته منحني، ثابتc شود.استخراج مي  x y( )xy ce y( ) ce c     1 1   

xyصورت در اين e يك جواب خصوصي معادله ديفرانسيلy y     كه از نقطهاست( , )1 گذرد.مي  

نشـان داد،  تـوان  شـود. مـي  ناميده مـي  جواب غيرعادياي، از جواب عمومي محاسبه نگردد، هيچ شرايط اوليه يجواب معادله ديفرانسيل، به ازا ــ اگر

  .استمي در يك و فقط يك نقطه مماس هاي جواب عمومنحني نمايش يك جواب غيرعادي، بر تمام منحني

 1 تذكر. 

     ، دلخـواه ثابـت   n، بـا كمتـر از   هـا از جواب گروهپارامتر است، بنابراين هر n، يك دسته منحني با حداقلnــ جواب عمومي يك معادله ديفرانسيل مرتبه1
  هاي دلخواه جواب عمومي يك معادله ديفرانسيل با مرتبه آن برابر باشد.تعداد ثابت كه . همچنين لزومي ندارداستهاي غيرعادي معادله اي از جوابدسته       

(n)ــ هر معادله ديفرانسيل با نمايش2 (n )
n na (x) y a (x) y a (x) y a (x) y b(x)

     1
1 1     معادلـه ديفرانسـيل خطـي مرتبـه ،n ،  

  شود. اين دسته از معادلات فقط داراي جواب عمومي بوده و جواب غيرعادي ندارند.ناميده مي       
  تواند بدون جواب، با تعداد معيني جواب، داراي يك جواب عمومي يا نامتناهي جواب عمومي و غيرعادي باشد.ــ يك معادله ديفرانسيل مي3

 چنانچه  .1مثالny (x ) 2   باشد، داريم: 1
1((x )y n xy 2 21 2  2(n(x ) y nxy 2 1 2  3((x )y nxy 2 1 2  4((x )y nx y 2 21 2  

 .اولِ ها مشتقِاز آنجايي كه در تمامي گزينه  .»3«گزينه  حلy گيـريم  ارت داده شده در صورت سؤال مشتق مرتبه اول ميموجود است، از طرفين عب
  شود.ها استخراج ميو با عمليات جبري جواب از بين گزينه

  n n ny (x ) y n( x)(x ) y nx(x )         2 2 1 2 11 2 1 2 1  

n(x ) (x ) yn(x )y nx(x ) (x )y nxy          
2 21 12 2 21 2 1 1 2  

 

 تابع با ضابطه  .2مثالy x x    كند؟ديفرانسيل صدق ميدر كدام معادله  22
1(y y y  2   2(y y  2 1   3(y y y  3   4(y y  3 1   

 .گيريم:براي يافتن جواب ابتدا از طرفين عبارت داده شده مشتق مي  .»4«گزينه  حل  

  xy x x y
x x

   


2
2

12
2

  

  (طرفين)
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x:ق صورت سؤال داريمبر طب x y 22. :لذا داريم  xy ; ( )
y
  

1 1  

d
ydx xy y x y y y y y ( ) y y ( x) y

y
                   

22 2 3 2 211 1 1 1  

x x yy y ( x x ) y y y ( x x ) y y y y y y y                      
223 2 2 3 2 2 3 2 2 31 2 1 2 1 1   

 

 جواب معادله ديفرانسيل زير عبارت است از:  .3مثال  
xy y x y   33 4  

1(
y x

y x






2
1

2
2

  2(
x

x

y e

y e Lnx






1

2
  3(

y x sin x

y x cos x










2 2
1

2 2
2

  4(y x sin x
y x cos x


 

1
2

  

 .يهابا توجه به اينكه هيچ يك از جواب  .»3«گزينه  حلy1 وy2  بنابراين كافيست از هر گزينه تنها يـك   ،نيستنددر چهار گزينه داده شده مشترك

y)  شود:بررسي ،  y2يا y1تابع x y x & y )    2 2   )1:گزينه ( 2
  كنيم:حال اين مقادير را در معادله ديفرانسيل صورت سؤال جايگذاري مي

  xy y x y x x x x x x           3 3 2 53 4 2 3 2 4 8 4   
x x x(y e y e & y e )     ) 2:گزينه(  

x x xxy y x y x e e x e       3 33 4 3 4   

(y x sin x y x sin x x cos x & y x sin x x cos x sin x )            2 2 3 2 1 2 4 2 2 2 22 2 6 6   )3:گزينه ( 4

x cos x x sin x  1 2 26 4 xy y x y x sin x x cos x xsin x x sin x         3 3 2 1 2 2 3 23 4 6 6 4 6  
  ) را نيز بررسي كرد.4توان گزينه (براي اطمينان بيشتر مي

 

 چه مقدار  يازابه   .4مثالm يك جواب معادله ديفرانسيلx y y  2 برابرmy x ،است؟  

1(1 2
2  2(1 5

2  3(1
2  4(

1
2  

 .مقدار براي يافتن  .»2«گزينه  حلm بايد از عبارتy  قرار دهيم:ديفرانسيل داده شده دوبار مشتق بگيريم و در معادله  
m m m(y x y mx & y m(m ) x )      1 21  

m m m m mx y y x m(m )x x m(m ) x x (m m )x              2 2 2 21 1 1    

  قابل محاسبه است: mير مختلف مقاد mدوم برحسبدرجه حالا با حل معادله 

m(m m ) x m m m


        2 2 1 51 1 2   
 

 معادله ديفرانسيلي كه  .5مثالxy e sin x ،ست از:ا جواب آن باشد عبارت  
1(y y y   2 2   2(y y y   2 2   3(y y y   2 2   4(y y y   2 2   

  (طرفين)  )1ي (تساو  (طرفين)

  با جايگذاري در معادله مفروض

  با جايگذاري در معادله مفروض

  مفروض با جايگذاري در معادله



  
 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   آشنايي با مفاهيم اوليه معادلات ديفرانسيل معموليپيشگفتار:    4

  

 .براي يافتن جواب بايد مشتقات اول و دوم  .»4«گزينه  حلy  را نسبت بهx ةمحاسبه كنيم و رابط y ،y وy  پيدا كنيم: را  

x x
x

x x

y e sin x e cos x ; ( )
y e sin x ; ( ) yy e cos x e cos x ; ( )

      
   



2
1

2 32
  

x x yy e sin x e cos x y y y y 


          2 22  

  رابطه بين معادلات ديفرانسيل و دسته منحني

  تعيين معادله ديفرانسيل متناظر با يك دسته منحني.
اين است كـه   ،دشوالي كه در ذهن مطرح ميؤپارامتري دارد. حال سnدانيم جواب عمومي يك معادله ديفرانسيل، نمايشي به صورت يك دسته منحنيمي

  جواب عمومي آن باشد؟ مفروضدسته منحني ضابطه توان معادله ديفرانسيلي پيدا كرد كه ، آيا مييك دسته منحني چند پارامتري يبه ازا
  به طوركلي، 

ــي    ــته منحنـ ــا دسـ ــاظر بـ ــيل متنـ ــه ديفرانسـ ــين معادلـ ــراي تعيـ  nبـ
,ng(xپارامتري y,c , ,c ) 1     هـاي دلخـواه   كافي است، به تعـداد ثابـت

 nگيري كرده و سپس با حـذف مشتق xموجود، از معادله مفروض نسبت به
ـــر ــا c1پارامت nدر nc، . . . ت 1  ـــگاه ـــادلة دست ــرومع ــه  روب ــك معادل ي

   آوريم: به دست، nديفرانسيل مرتبه

 ـ پارامتري، جهت تعيين معادله ديفرانسيل متناظر كافيست1در مورد دسته منحني  .2 تذكرcمعادله را ازg( x , y,c)   محاسبه كرده و سـپس
  گيري كنيم.مشتق xنسبت به

 به صورتاگر معادله يك دسته منحني  .3 تذكرn ny c g (x) c g (x)  1 1  تـوان از بسـط   بيان شود، ضابطه معادله ديفرانسيل متناظر را مي
  :آورد به دستدترمينان زير 

n

n

(n) (n) (n) (n)
n

g (x) g (x) g (x) y
g (x) g (x) g (x) y

g (x) g (x) g (x) y




  



   


1 2
1 2

1 2

  

yمتناظر دسته منحنيمثال.  معادله ديفرانسيل عنوان ه ب Ax BLnx   ،كدام است؟  
ه ها بلازم جهت حذف ثابتجبري  اعمالو با استفاده از  گيري كردهدر دسته منحني از آن مشتقموجود  هايدر روش اول بايد به تعداد ثابت حل اول. حل.

  معادله ديفرانسيل مطلوب دست يابيم:

x yA y y xy ; ( )
x


      
2

3
 

y Ax BLnx ; ( )

B By A A y
x x

By B x y ; ( )
x

  

       


     


2
2

1

2

  

y (y xy ) x x y Lnx y xy x ( Lnx) y x ( Lnx)y xy y                  2 2 21 1   

  )2) در (3) و (1هاي (تساويبا جايگذاري 

 گيريها به كمك مشتقحذف ثابت

 )1) در تساوي (3) و (2(با جايگذاري 

x

(n)
x

n

n

n

g ( x , y,c , ,c )
g ( x , y,c , ,c )

g ( x , y,c , ,c )

 
 

  
 


  


 


1
1

1
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  . كافيست بسط دترمينان زير را محاسبه كنيم:3حل دوم. طبق تذكر 

x yLnx
Lnx yy

xy x
yx y xxy

x


       


22
2

1
11 11
1

 



  

  هاي فوق خواهيم داشت:با محاسبه دترمينان

xx ( y y ) (Lnx y y) y y y Lnx y x ( Lnx) y xy y
x xx x x

                     
2 2

2 2 2
1 1 1 1 1 1    

 هاي به معادلهمعادله ديفرانسيل دسته منحني  .6مثالxy ae bx  كدام است؟  
1(y ( x) xy y    1   2(y y  1  3(y x xy y      4(y y     
 .از آنجايي كه دسته منحني دو ثابتاولحل   .»1«گزينه  حل .a وb ،را  هـا گيـري كنـيم و ثابـت   دسته منحني داده شده دوبار مشتق از ابتدا را دارد

  محاسبه كنيم:
x

x x

x x
x

y ae bx ; ( )

y ae b b ae y
b y y ; ( )

yy ae a ae y ; ( )
e

  

           
      


1

3
2

  

  ) داريم:1) در تساوي (3) و (2سپس با جايگذاري (

y ( x) xy y    1 xy a e bx y (y y ) x y y y x y x                
  و محاسبه بسط دترمينان خواهيم داشت: 3با استفاده از تذكر  حل دوم.

x

x x

x

e x y x y x y
e y e y y

y ye y

      
 

1 1
1 1 1 1 1

1 1
  

 

  

x y x
y xy y y ( x)

y
         


1 11 1 1    

 

 هاي به معادلهمعادله ديفرانسيل سهمي  .7مثالy cx d 2 ،كدام است؟  
1(x y xy y   2 2   2(y (x x) y y    2 2   3(xy y     4(xy x y y   22   
 .گيريمدوبار از آن مشتق مي است، ابتدادو ثابت  داراي چون دسته منحني داده شده .»3«گزينه  حل:  

(y cx d y cx ( ) & y c) ( )      2 2 1 2 2  

yy  ) خواهيم داشت:1جايگذاري در معادله (و  y) برحسب2از معادله ( cاسبه با مح x xy y


      2 2   
 

 معادله ديفرانسيل حاصل از حذف ثابت   .8مثالA عدر معادله توابy Acos x sin x 2   كدام است؟،  2
1(( sin x)y (cos x)y  2 2 2 2  2(( cos x)y (sin x)y  2 2 2 2  
3((cos x)y ( sin x)y  2 2 2 2  4((sin x)y ( cos x)y  2 2 2 2  

  گيريمك مشتقها به كحذف ثابت

 گيريها به كمك مشتقحذف ثابت

  بسط دترمينان نسبت به ستون اول

 (طرفين)

  بسط دترمينان نسبت به سطر سوم
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 .از آنجايي كه تنها ثابت معادله  .»3«گزينه  حلA بار مشتق بگيريم و است از آن يك باشد، تنها كافيميA  بين دو معادله حاصله حذف كنيم. ازرا  
y Acos x sin x ; ( )
y Asin x cos x ; ( )
 

     

2 2 1
2 2 2 2 2  

(cos x) y ( sin x) y  2 2 2 2sin x ( ) cos x ( ) (cos x)y ( sin x)y (sin x cos x)       2 2 1 2 2 2 22 2 2 2 2 2   
 

 معادله ديفرانسيلي كه جواب آن  .9مثالy csin x x  كدام است؟ ،باشد  
1(y x (y )tagx  1  2(y (y ) tagx x  1  3(y (y )tagx x  1  4(y (y )tagx x   1  

 .معادله مفروض را نسبت به  براي يافتن معادله ديفرانسيل كافيست  .»2«گزينه  حلc گيري كنيم:  ن مشتقو از طرفين آ حل كرده  

d
dxy x (y )sin x cos x(y x)y csin x x c

sin x sin x

   
      2

1  

(y )sin x (y x)cos x y x (y )tagx y x (y ) tagx            1 1 1  
 

 ها به معادلهمعادله ديفرانسيل سهمي  .10مثالx c y c 2
1   ست از:ا عبارت 2

1(y yy  2   2(yy y  2   3(y yy  2   4(y y y  2 2   
 .ند:گيري حذف شوها به كمك مشتقيست ثابتكاف  .»1«گزينه  حل  

d d
dx dx (y yy )x c y c c yy c y yy

yy ( yy )
 

              
 

22 2
1 2 1 1 2

1 21 2 2 2
  

  ـ پارامتري1تعيين مسيرهاي متعامد يك دسته منحني 

I صات دكارتي.در دستگاه مخت ـ پارامتري1دسته منحني  .  تعيين مسيرهاي متعامد  
  

 .ـ پارامتري1دو دسته منحني  تعريفg(x, y,c)   وg (x , y,c)       هـاي  را متعامد گوييم، هر گاه هر منحني از يك دسـته، بـر كليـه منحنـي
  دسته ديگر عمود باشد.

,g(xبراي تعيين مسيرهاي متعامد بر دسته منحني مفروض y,c)  مطابق روند زير عمل كنيم:، كافيست  
,g(xمعادله ديفرانسيل متناظر گام اول:  y,c)   كنيم. به عبارت ديگر، پارامتررا تعيين ميc كنيم.گيري حذف ميرا به كمك مشتق  

)،yآمده ، به جاي به دستدر معادله ديفرانسيل   گام دوم: )
y




  دهيم.قرار مي 1

  كنيم.معادله ديفرانسيل حاصل از گام دوم را حل مي  گام سوم:
,g(xهاي متعامد بر دستهآمده، دسته منحني به دستجواب عمومي  y,c)    .است  

yمسيرهاي متعامد دسته خطوطعنوان مثال.  ه ب cx ؟را بيابيد  
  براي يافتن مسيرهاي متعامد ابتدا بايد معادله ديفرانسيل متناظر با دسته منحني داده شده را محاسبه نماييم. حل.

d
dxyc xy y

x
      

، y، براي يافتن مسيرهاي متعامد به جايمتناظر پس از محاسبه معادله ديفرانسيلدر گام دوم، 
y


  را جايگذاري كنيم: 1

                            
: y ( )

y xx ( ) y y yy x
y y


 

 
          

 

1
1  

 گيريبه كمك مشتقها ثابتحذف 

تعيين معادله ديفرانسيل متناظر : گام اول

  گام دوم

  (طرفين)

 (طرفين) (طرفين)

 معادله معادله

 (طرفين)
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  ي فوق را حل كنيم:حال كافيست معادله حاصله
dyyy x y x ydy xdx
dx

          

y x c y x c      2 2 2 2  

yدسته خطوط آمده، بر به دستاست دسته منحني  كه از شكل نيز مشخص همانگونه cx .متعامد است  
II .   ـ پارامتري در دستگاه قطبي.1تعيين مسيرهاي متعامد دسته منحني  

   يز قابل طرح است.كنون در دستگاه مختصات دكارتي بيان گرديد، در دستگاه مختصات قطبي ن، تمامي مفاهيمي كه تالازم است يادآوري كنيم كه
  از روند زير پيروي كنيم:قطبي، كافيست ـ پارامتري در دستگاه مختصات 1براي تعيين مسيرهاي متعامد بر يك دسته منحني 

)gمعادله ديفرانسيل متناظر  گام اول: , r ,c)  كنيم.را تعيين مي  

rdآمده، به جاي به دستدر معادله ديفرانسيل  گام دوم: 
dr
 ،dr( )

rd



  دهيم.قرار مي 

)gآمده، دسته منحني متعامد بر دسته به دستكنيم. جواب عمومي معادله ديفرانسيل حاصل از گام دوم را حل مي گام سوم:     , r ,c)  .است  

rـ پارامتري1ي مسيرهاي متعامد بر دسته منحن  عنوان مثال.ه ب a cos 2 .را تعيين كنيد  
  كنيم:دسته منحني داده شده را محاسبه ميمتناظر ابتدا معادله ديفرانسيل  حل.

r a cos r cos rd)( cotgdr dr sin dra sin ( )d d

               

2 2 1 22 2 22 2
  

d dr:r ( )
dr rd dr drcot g cot g d

rd r




        


1 2 2 22


  

  م:پردازيگيري از طرفين به حل معادله ديفرانسيل حاصله ميلسپس با انتگرا

dr        ـ پارامتري متعامد)1(دسته منحني  cot g d Lnr Ln | sin | c
r

          
12 2 2 22  

 هايمعادلات مسيرهاي قائم دسته منحني  .11مثالxy c2  ،كدام است؟  
1(x y a 2 22  2(y x a 2 22  3(x y a2  4(y ax 3  
 .به راحتي قابل محاسبه است.ني داده شده، معادله ديفرانسيل متناظر حناز طرفين دسته مگيري با مشتق  .»2«گزينه  حل  

yxy c y xyy y
x

       2 2 2 2  

به yدر معادله حاصله فوق، تبديل در گام دوم،
y


  كنيم:را جايگذاري مي 1

y
y y dx y ydy xdx

y x dy x

 
       



1
1 22 2  

  كنيم:گيري از طرفين حل ميديفرانسيل فوق را با انتگرالمعادله در پايان 
yy dy x dx x c y x a ; ( c a)         

2 2 2 22 2 22  
 

  گيري از طرفينانتگرال

 آمده : گام سوم به دستحل معادله ديفرانسيل 

  تعيين معادله ديفرانسيل متناظر : گام اول

  گام دوم

  گيري از طرفينانتگرال

  گام سوم: ل حل معادله ديفرانسيل حاص

  گام اول: گيريبه كمك مشتق cحذف 

  :گام دوم

  :گام سوم (طرفين) 
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 هايمسيرهاي قائم خانواده سهمي  .12مثالy cx   ست از:عبارت ا ،2

1(x y c 2 2
1

1
2  2(y x c 2 2

1  3(x c y 2
1  4(yx c 1  

 .1«گزينه  حل«.    

  y(y cx y cx)
y x


     2 22  

y
y x dyy yy y x ydy xdx

y x dx

 



           

1 1
2 2 22  

x xydy x dx y c y c          
2 22 22 2 2  

 
 اي را پيدا كنيد كه از نقطهمعادله منحني  .13مثال( , )2 x)بگذرد و عمود بر منحني در نقطة 1 , y) داراي شيبy

x
 باشد؟  

1(x y 2 2 3  2(x y 2 2 3  3(y x 2 2 3  4(x xy 2 3  

 .اگر  .»1«گزينه  حلyy
x

   شيب منحني مفروض باشد، شيب منحني متعامد، با جايگذاري(y )
y

 


1 آيد:مي به دست  

y     (جواب عمومي)     xy dy x dx c     
2 2

2 2
y dx y y dy x dx

y x dy x
      


1  

)كافيست مختصات cحال براي از بين بردن ثابت , )2   را در معادله فوق جايگزين كنيم: 1

( ) y xc c x y
         

2 2 2 2 21 2 3 3 32 2 2 2 2 2  

 
 خطوط هم پتانسيل جرياني برابر  .14مثال(x,y) x y c   2   پتانسيل عبارت است از: . خطوط جريان براي ايناست 2

1((x , y) xy    2((x , y) x y  2  
3((x , y) xy  2  4((x , y) x y  2 2 

 .1«گزينه  حل«.   
  هستند. ان براي يك جريان پتانسيل، بر هم عمودخطوط هم پتانسيل و خطوط جري. نكته   

  باشد:پتانسيل جرياني داده شده ميمنظور از يافتن خطوط جريان براي پتانسيل داده شده، يافتن خطوط عمود بر خطوط هم ،طبق نكته فوق

x y c x yy x yy       2 2 2 2  

y y y dy dxx y( )
y y x y x

   
        



1
1 1

  

Ln | y | Ln | x | Lnc Ln | y | Ln | x | Lnc xy c          

 

  گام اول : گيريبه كمك مشتق cحذف 

 :گام دوم  

  گام سوم : (طرفين) 

 (طرفين) 

  با جايگذاري در جواب عمومي

 : گام اول گيريبه كمك مشتق cحذف 

  گام دوم: 

  گام سوم:    (طرفين) 



  
 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   9  معادلات ديفرانسيل

 هايمسيرهاي قائم خانواده منحني  .15مثالy
x

b
 

22
2   يك پارامتر ثابت حقيقي است، عبارت است از: bكه در آن 1

1(x xy x c  3 21 1
3 2  2(x y x c  3 21 1

3 2  3(x y Lnx Lnc  2 21 1
3 2

  4(x y Ln(cx) 2 2 2  

 .4«گزينه  حل«.   

                جبـري  گيـري از طـرفين معادلـه بـه راحتـي معادلـه ديفرانسـيل حـاكم بـر ايـن معادلـه           كنيم تـا بـا مشـتق   را از معادله داده شده جداسازي مي b2ابتدا 
  آيد: به دست مفروض

  y y yx x b
b b x

      


2 2 22 2 2
2 2 21 1

1
  

yy ( x ) xy xyy ( x ) xy y
( x ) x

 
            

 

2 2 2
2 2 2

2 1 2 1
1 1

  

عبارت از yحال براي يافتن مسير قائم، به جاي
y


  كنيم:و معادله ديفرانسيل حاصله را حل ميرا جايگزين كرده  1

y
y xy x dy x xy ydy dx

y xy dx xy xx

 
            

 

1 2 2 2
2

1 1 1 1
1

  

k Lncydy dx xdx y Lnx x k y Ln(cx) x y x Ln(cx)
x

               22 2 2 2 2 2 2 21 2

  

  : گام اول گيريثابت به كمك مشتقحذف 

  : گام دوم

  : گام سوم  (طرفين) 
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  اول فصل
  » معادلات ديفرانسيل مرتبه اول« 

  مقدمه

fنمايش عمومي يك معادله ديفرانسيل مرتبه اول به صورت (x, y, y )   است: ي زير هاسي اين دسته از معادلات، عمدتاً معطوف به يكي از حالتر. براست  

y قابل حل باشد؛ yمعادله مفروض نسبت به  حالت اول:       f (x, y)  .     :معادله مفروض نسبت به حالت دومy قابل حل باشد؛ y f (x, y ) .  
xقابل حل باشد؛ xمعادله مفروض نسبت به  حالت سوم:       f (y, y ) .  

y؛قابل حل هستند  yحالت اول.  معادلات ديفرانسيل مرتبه اول كه نسبت به f(x,y)  .  
  

 معادلات ديفرانسيل به فرم عمومي  .1 تذكرP(x , y)dx Q(x , y)dy  نسبت به ،y :قابل حل هستند  

   y f (x , y)      يا   dy P(x, y)P(x, y)dx Q(x, y)dy p(x, y)dx Q(x , y)dy f (x, y)
dx Q(x, y)

          

  تواند به يكي از دو فرم عمومي زير ارائه گردد:حالت اول مي ـ بنابراين، يك معادله ديفرانسيل مرتبه اول

yــ  فرم بسته يا عادي كه نمايش عمومي آن به صورتالف     f (x, y)  ن مثالعنواه . باست:        
y cos x ( tagx ) y        يا  y (tagx) y cos x          ياx yy e    

,P(xــ  فرم باز يا ديفرانسيلي كه نمايش عمومي آن به صورتب     y)dx Q(x, y)dy   عنوان مثاله . باست:    
x(e y)dx (Lny x)dy         يا  y dx x dy     

  كنيم.بندي ميهاي زير طبقهرا در دسته هاتر معادلات ديفرانسيل مرتبه اول حالت اول، آنتر و سادهبراي بررسي منظم
  

  معادلات ديفرانسيل جدا شونده
  

نمـود،   تفكيـك  ،وابسـته تقل و جملات شامل متغيـر  جملات شامل متغير مس به دو بخشِبا استفاده از اعمال رياضي را  هاكه بتوان آن يمعادلات ديفرانسيل
  شوند.معادلات جدا شونده ناميده مي

  ـ  معـادلات ديفرانسيل جدا شونده به فرم بسته.الف
yنمايش عمومي اين دسته از معادلات به صورت f (x)h(y)  گيرد:با الگوي عمومي زير صورت مي ها، كه حل آناست  

dy dyy f (x)h(y) f (x)h(y) f (x)dx
dx h(y)

       

  آيد:مي به دستگيري از طرفين تساوي فوق، جواب عمومي معادله ديفرانسيل مفروض با انتگرال
dy f (x)dx g(x, y,c)

h(y)
        (طرفين) ؛ جدا شونده  
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