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زبان تخصصي رياضي

  
CHAPTER ONE 

 ((Mathematical Principles))  
Theorem 

 

 If the square of one side of a triangle is equal to the sum of the squares of the other sides then the triangle is a right triangle. 

  قضيه
  الزاويه است.مئنگاه آن مثلث، قامثلث برابر مجموع مربعات اضلاع ديگر باشد آ از يك اگر مربع يك ضلع

Theorem: If the square of the longest side of a triangle is greater than the sum of the squares of the other two sides 
then the triangle is an obtuse triangle. 

  است. مثلث منفرجهيك  آن مثلثبزرگتر باشد آنگاه  آن اگر مربع بلندترين ضلع يك مثلث از مجموع مربعات دو ضلع ديگر قضيه:
Theorem: If the square of the longest side of a triangle is less than the sum of the squares of the other two sides 
then the triangle is an acute triangle. 

  است. مثلث حادهيك  آن مثلث مربعات دو ضلع ديگر باشد آنگاه مثلث كوچكتر از مجموع يك اگر مربع بزرگترين ضلع قضيه:
The Pythagorean Theorem: In a right triangle, the square of the hypotenuse is equal to the sum of the squares of 

the legs. 
2 2 2c a b   

2   برابر مجموع مربعات اضلاع قائم است.الزاويه مربع وتر در يك مثلث قائمفيثاغورث.  قضيه 2 2c a b   

Definition of an inductive set 
 

A set of real numbers is called an inductive set if it has the following two properties: 

a) The number 1 is in the set. b) For every x  in the set, the number 1x   is also in the set  

For example,   is an inductive set, So  is an inductive set. 

  مجموعه استقراييتعريف 
  رد اگر دو ويژگي زير را داشته باشد:نام دا مجموعه استقرايييك مجموعه از اعداد حقيقي، 

  نيز در مجموعه باشد. x+1در مجموعه،  xب) براي هر   در مجموعه باشد. 1الف) عدد 
  موعه استقرايي است. (مجموعه اعداد طبيعي) نيز يك مج(مجموعه اعداد حقيقي) يك مجموعه استقرايي است. بنابراين مثلاً، 

The Language of Mathematics 

There are several words on our everyday language which are also used on mathematics. Words like true, false, not, 
and, or, implies, if and only if, all, some, none, etc, are all everyday words that are essential to the 
mathematician's formal language. Most of us feel that we know the meanings of these words. In order to be sure 
that we all attach the same meaning to these words we will attempt to define some of them precisely. You will find 
that the clarification of some of the above-mentioned words will make your study of mathematics more precise, and 
we hope clearer and more enjoyable. For example, we hope to simplify later discussions concerning inequalities by 
the use of the notions developed in this chapter. 
The basic building blocks of mathematical statements are sentences which are either true or false. We call such 
sentences prpositions. 
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  زبان رياضي
، د، اگر و فقط اگر، همـه كنلالت ميدرست، غلط، نقيض، و، يا، دشود. كلماتي همچون ما چندين واژه هست كه در رياضيات هم استفاده مي يدر زبان روزمره
دانيم. كنيم كه معني اين كلمات را مياي هستند كه براي زبان رسمي رياضيدانان، اساسي هستند. بيشتر ما احساس ميكلمات روزمرههمگي و ....  يكبرخي، هيچ

  ها را به دقت تعريف كنيم.ش خواهيم كرد برخي از آنتلا دهيم،مطمئن شويم همگي معناي يكساني را به اين واژگان نسبت ميبه منظور اين كه 
تر خواهد كرد. مثلاً، اميـدواريم مباحـث   بخشتر و لذتتر، واضح، مطالعه رياضي را براي شما دقيقخواهيد يافت كه شفاف كردن برخي از كلمات فوقشما در

رياضـي، جملاتـي    تاعبار يد. عناصر اصلي سازندهنسازي شو، سادهانديافته كمك مفاهيمي كه در اين فصل گسترشبا  ها است،مرتبط با نامساويبعدي كه 
  ناميم.مي گزارههستند كه يا درست هستند يا غلط. ما اين جملات را 

Most theorems in mathematics involve something more than simple propositions and connectives of the type we 

have been discussing. For example, probably you have frequently seen a statement similar to the following:                  

    a b b a    

Where a and b are natural numbers (that is, 1 , 2, 3, ...). We do not mean to say that a b b a    for a particular of 

numbers a and b, but that a b b a   for any pair of natural numbers at all. We usually indicate this by saying that 

for all natural numbers a and b,          a b b a    

The word all or for all is called the universal quantifier. Frequently the reader of mathematics is expected to 

provide the universal quantifier himself. The authors will just assume that the reader will do this.  

د. مثلاً، احتمالاً شما به طور مكرر عبـارتي شـبيه   نباشايم، ميبحث كرده از نوعي كه هابطاري ساده و هابيشتر قضايا در رياضيات، شامل چيزي بيش از گزاره
a          ايد: به اين ديده b b a    
a....). مــا قصــد نــداريم بگــوييم ،3، 2، 1اعــداد طبيعــي هســتند (يعنــي  bو  a كــه در آن b b a   بــراي اعــداد خــاصa  وb كــه برقــرار اســت، بل

aگوييممي b b a    براي هر جفت از اعداد طبيعي برقرار است. معمولاً اين را با گفتن اين كه به ازاي همه اعداد طبيعيa و b ،  
            a b b a    

  كنيم.خاطرنشان مي
سـور عمـومي را بـه كـار بـرد. مـؤلفين فـرض         رود خـود انتظار مي رياضيي خوانندهبه طور مكرر از . شودناميده مي سور عمومي ،به ازاي هريا  همهواژه 
  دهد.كنند، خواننده خودش اين كار را انجام ميمي

You were to interpret           p q q p    

to mean that p q q p   for all propositions. In fact the choice of the letters was arbitrary. If r and s are 

propositions, then we know from the above that r s s r   . Furthermore 

(x 5) (x 3) (x 3) (x 5).        

In general, p q q p   for any propositions p and q.  

p          بايستشما مي q q p    
pها گزاره يكرديد كه به ازاي همهرا به اين صورت تفسير مي q q p   در واقع انتخاب حروف دلخواه بود. اگر .r  وs  مطالـب  باشـند، آنگـاه از    گـزاره

rدانيم كهمي فوق s s r  . علاوه براين                    
(x 5) (x 3) (x 3) (x 5).        

pدر حالت كلي، q q p   يبراي هر دو گزاره p  وq .برقرار است  

The other quantifier frequently used in mathematics is the existential quantifier, "there exists". For example, if 
we are talking about natural numbers again there exists a natural number less than 4 that divides 12 evenly. That is, 
there is at least one natural number less than 4 that divides 12 evenly – there may be more. To say there exists is to 
assert that there is at least one. Symbols which we will use occasionally for the universal quantifier and the 
existential quantifier are and   respectively. For example, 

2 2x x 0 mean for all x,x 0    

and 2 2x x 0 means there existsan x such that x 0.    
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زبان تخصصي رياضي

عـدد   مجـدداً  كنيم،مثلاً اگر درباره اعداد طبيعي صحبت مي». وجود دارد«است،  سور وجوديشود، در رياضيات استفاده مي به طور مكررسور ديگري كه 
را بـه   12وجـود دارد كـه    4يعني اينكه حـداقل يـك عـدد طبيعـي كمتـر از       كند،ميهاي مساوي تقسيم را به قسمت 12وجود دارد كه  4طبيعي كمتر از 

تأكيد بر اين است كه حداقل يكي وجود دارد. نمادهـايي كـه بعضـي    » وجود دارد«. گفتن )شايد بيش از يكي پيدا شود (كند هاي مساوي تقسيم ميقسمت
  ستند. مثلاً ه و به ترتيب خواهيم برداوقات براي سور عمومي و سور وجودي به كار 

x x 2   يعني به ازاي هرx  ،x 2   
x و x 2  يكx وجود دارد به طوري كهx 2   

Circles 
 
1- Did you ever skip a stone over the surface of the water and watch the circles appear? 

Circles occur frequently in nature. Name some of the natural things you have seen that contain circles. 

On the next page you will learn how to divide a circle into six equal parts, and later you will learn how to divide a 

circle into twelve equal parts. 

2- In the circle at the right, the center is at O. 

3- There are three radius in this circle. Name them. 

4- Which is a diameter, AB or OC? 

5- If OC is 2", how long is AB? 

  هاهداير
  ايد؟ شوند ديدههايي را كه ظاهر ميو دايره ايدنگ را روي سطح آب پرتاب كردهـ آيا تا به حال يك س1

  ايد نام ببريد.را كه ديدهها شامل دايرهاشياء طبيعي دهند. برخي از در طبيعت رخ مي به طور مكررها دايره
قسـمت   12ياد خواهيد گرفـت چگونـه دايـره را بـه     قسمت مساوي تقسيم كنيد، و بعد  را به شش در صفحه بعدي شما ياد خواهيد گرفت چگونه يك دايره

  مساوي تقسيم كنيد.  
  است. Oـ در دايره سمت راست ، مركز در نقطه 2
  ها را نام ببريد.ـ در اين دايره سه شعاع وجود دارد ـ آن3
  ؟OCيا  ABـ قطر كدام است؟4
  چقدر است؟ ABباشد،  طول  2برابر OCـ اگر 5

6- Place a point on a piece of paper and call it O. Whit O as center and a radius of 1 inch draw a circle. With the 

same center and a radius of 2 inches, draw another circle. These two circles are concentric circles; they have the 

same center.  

7- Any part of the curved of a circle, such as AC, CB, or ACB, in the circle at the right, is an arc. The length of the 

circle is its circumference. If AB is a diameter, which of the following arcs is a semicircle (half a circle)? CAD 

ACB  ، DBC. 

ايـنچ   1 به عنوان مركز و شعاع Oبناميد. به وسيله  Oاي روي يك تكه كاغذ قرار دهيد و آن را ـ نقطه6
هـاي  دايـره  ،اينچ دايره ديگري رسم كنيـد. ايـن دو دايـره    2يك دايره رسم كنيد. با همان مركز و شعاع 

  . مركز يكساني دارندها مركز هستند؛ آنهم
 يا كمان قوس در دايره سمت راست يك ACBيا  AC ،CBدايره، مثل  ـ هر قسمت از منحني يك7

دايـره  هاي زير يك نـيم باشد، كدام يك از كمان قطر يك ABآن است. اگر  محيطنام دارد. طول دايره 
  .CAD ،ACB ،DBCاست؟ (نصف يك دايره) 

Trigonometric Functions 

 
From the definitions of the trigonometric functions one easily deduce the following formulas: 

1
1) cot t (if tan t 0),

tan t
       1

2) sect (if cos t 0),
cos t

      1
3) csct (if sin t 0),

sin t
   

B

O

A

C

D
A

B
O

C

B

O

A

C
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Vocabulary 
 

Absolute value         قدر مطلق  
 Example: The absolute value of -3 is denoted by |-3| and is equal to 3.

 است. 3شود و برابر نمايش داده مي |-3| با  -3قدر مطلق 
Addition جمع  
Algebraic equation جبري معادله  
Angle زاويه  
 Example:  Every square or rectangle has four square corners, or right angles, which look like this:  

 باشد.مي         هر مربع يا مستطيل داراي چهار گوشه مربعي يا زاويه قائم مانند:              
Antisymmetric پادمتقارن  
 Example: There are relations which are both symmetric and antisymmetric (equality and the empty relation), 
there are relations which are neither symmetric nor antisymmetric, there are relations which are symmetric and not 
antisymmetric (congruence modulo n), and there are relations which are not symmetric but are antisymmetric 
("is less than or equal to"). 

د كه متقارن روابطي هستند كه هم متقارن و هم پادمتقارن هستند (تساوي و رابطه تهي)، روابطي هستند كه نه متقارن هستند نه پادمتقارن، روابطي هستن
  »)كمتر يا مساوي است با«ي پادمتقارن هستند ( ) و روابطي هست كه متقارن نيستند ولnهستند ولي پادمتقارن نيستند (همنهشت به پيمانه 

Area مساحت  

 Example:  Area of triangle = 
1

base height
2
   

 
 
 

1× قاعده × ارتفاع 
  = مساحت مثلث2

Associative operation پذيرعمل شركت  
 Example: Union is an associative operation because A (B C) (A B) C    . 

Aپذير است زيرا اجتماع عملي شركت (B C) (A B) C   . 
Axis محور  
Axis of symmetry محور تقارن  
 Example:  An equilateral triangle has three axis of symmetry.
 C

BA 

 ع، داراي سه محور تقارن است.الاضلايك مثلث متساوي

Base پايه، مبنا ،قاعده  
 Example:  The side on which a triangle stands is its base. ي آن است.ايستد قاعدهضلعي كه مثلث روي آن مي  
Cancellation ساده كردن، حذف كردن  
 Example:  Cancellation means dividing the numerator and the denominator by the same number. 
1 1

2 1

3 2 1 1 1

4 3 2 1 2


  


  ساده كردن يعني صورت و مخرج كسر را بر عدد يكساني تقسيم كنيم.   

Base  قاعده  

Angle    زاويه  

فاع
ارت H
ei

gh
t
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Cancellation law قانون حذف  

 Example: Cancellation law for addition: if a b a c    then b c  
aقانون حذف براي جمع : اگر  b a c   آنگاهb c. 

 Example: Cancellation law for multiplication: if ab ac  and a 0  then b c . 
ab: اگر قانون حذف براي ضرب ac وa   آنگاهb c.  

Circumference  محيط دايره  

 Example:  The length of distance around a circle .طول مسافت دور يك دايره  

Coefficient ضريب  
Commutative operation يا عمل جابجاييپذير عمل تعويض  

 Example:  Since is no question of order involved in the definition of union and intersection, it follows that 

A B B A   and A B B A  , that is to say union and intersection are commutative operations. 
Aشود كه هاي اجتماع و اشتراك ترتيب دخالت ندارد، نتيجه ميچون در تعريف B B A وA B B A  پذيرند.يعني اجتماع و اشتراك اعمالي تعويض  

Complements متمم  
Composite function تابع مركب  

 Example: For a composition of functions (gof) to be possible, the range of the first function (f) must be a 

subset of the domain of the second function (g)
 .باشد (g)ي تابع دوم ي دامنهبايستي زيرمجموعه (f)ممكن باشد، برد تابع اول  (gof)براي اينكه تركيب دو تابع 

Concave ركاو ـ مقع  

 Example: He function y x  is concave.   
 y

y x

x

 

yتابع x ر استمقع.  

Consist of تشكيل شده از  
Contradiction تناقض  

 Example: Proof by contradiction is a particular kind of the more general form of argument known as 

reductio ad absurdum. 
 تر از بحث به نام برهان خلف است.اثبات با استفاده از تناقض حالت خاصي از شكلي كلي

Convex بكوژ ـ محد  

 Example: The function 2y x  is convex. 
 y 2y x

x

 

yتابع x   محدب است. 2

Corner گوشه  
Denominator مخرج كسر  
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CHAPTER THREE 

(( Differential Equations ))   

Integral curves and direction fields 

 

Consider a differential equation of first order, say y f (x, y)   and suppose some of the solutions satisfy an implicit 

relation of the form 

F(x, y,C) 0  

where C denotes a constant. 

If we introduce a rectangular coordinate system and plot all the points (x, y) whose coordinates satisfy for a 

particular C, we obtain a curve called an integral curve of the differential equation. 

  هاي جهتهاي انتگرال و  ميدانمنحني
yيك معادله ديفرانسيل مرتبه اول مثلاً f (x, y) هايي از آن در يك رابطه ضمني به شكلكنيم جواب، را در نظر گرفته و فرض مي  

F(x, y,C)    
  د.  نكنمييك ثابت است، صدق  Cكه در آن 

,x)را رسم كرده و كليه نقاط  قائميدستگاه مختصات چنانچه  y) يك ازايه را كه مختصات آنها ب C يـك منحنـي بـه     رسم كنيمكنند خاص صدق مي
  نامند. آيد كه آن را منحني انتگرال معادله ديفرانسيل ميدست مي

Different values of C usually give different integral curves, but all of them share a common geometric property. 

The differential equation y f (x, y)   relates the slope y at point (x, y) of the curve to the coordinates x and y. As C 

takes on all its values, the collection of integral curves obtained is called a one – parameter family of curves. 

هـا از خاصـيت هندسـي  مشـتركي برخوردارنـد. معادلـه       امـا همـه آن   ،دهنـد هـاي انتگـرال متفـاوتي را بـه دسـت مـي      معمـولاً منحنـي   Cمقادير مختلف 
yديفرانسيل f (x, y) شيب ،y  در هر نقطهرا(x, y)  به مختصات  ،از منحنيx  وy كند. وقتي مربوط ميC   يهمه مقاديرش را اختيار كنـد دسـته 

  ها ناميده خواهد شد.پارامتري از منحنييك ييك خانواده ،هاي انتگرال حاصلمنحني

For example, when the differential equation is y 3  , integration gives us y 3x C  , and the integral curves form 

a family of straight lines, all having slope 3. The arbitrary constant C represents the y-intercept of these lines. 

yبه عنوان مثال وقتي معادله ديفرانسيل  yگيري خواهيم داشتباشد، با انتگرال 3 x C 3اي از خطـوط مسـتقيم را   هاي انتگرال، خـانواده و منحني
  باشد.اين خطوط مي عرض از مبدأنمايش  Cهستند. ثابت دلخواه  3دهند كه همه داراي شيب تشكيل مي

If the differential equation is y x  , integration yields 21
y x C

2
  , and the integral curves form a family of 

parabolas as shown in Figure (1) Again, the constant C tells us where the various curves cross the y-axis. Figure 

illustrates the family of exponential curves, xy Ce , which are integral curves of the differential equation y y  . 

Once more, C represents the y-intercept. In this case, C is equal to the slope the curve at the point where it crosses 

the y-axis. 
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yچنانچه معادله ديفرانسيل  x گيري باشد انتگرالy x C 21
ها را تشكيل خواهند داد كـه  اي از سهميخانواده هاي انتگرالدهد و منحنيرا نتيجه مي 2

xyينمـاي  هايمنحنيخانواده  2 گذرند. شكلمي yاي محور هاي مختلف از كجگويد كه منحنيبه ما مي Cاند. مجدداً ثابت نموده شده) 1(در شكل Ce  ،را
yهاي انتگرال معادله ديفرانسيلكه منحني y  دهد. بار ديگر د، نشان مينباشميC     نمايش عرض از مبدأ خواهد بـود. در ايـن حالـتC    مسـاوي شـيب

  .باشدمينيز  yبا محور منحني در نقطه تقاطع آن 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

Homogeneous first-order equations 

 

We consider now a special kind of first –order equation, 

y f (x, y)                         (1) 
in which the right–hand side has a special property known as homogeneity. This means that  

f (tx, ty) f (x, y)               (2)   

for all x, y, and all t 0 . 

  معادلات همگن مرتبه اول
  حال نوع خاصي از معادلات مرتبه اول، يعني

y f (x, y), ( )  1  
tو هر yو  xازاي هر ه اي به نام همگني برخوردار است. اين بدان معني است كه بگيريم كه طرف راستش از خاصيت ويژهرا در نظر مي    

f (tx, ty) f (x, y). ( ) 2  
In other words, replacement of x by tx and y by ty has no effect on the value of f (x, y) . Equations of the form 

(1) which have this property are called homogeneous (sometimes called homogeneous of degree zero). 
Examples are the following:  

2 2 2 2
3

2 2

y x x y x x y
y , y ' ( ) , y ' sin( ) , y logx logy

y x xy y x y

       
 

.  

x

y

1-  Integral curves of the differential equation y x   

y

x

2-  Integral curves of the differential equation y y   

x

y

هاي انتگرال معادله منحني  - 1
yديفرانسيل x  

y

x

هاي انتگرال معادله منحني  - 2
yديفرانسيل y  
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fري بـر مقـدار  يثهيچ تـأ  tyبا   yو  txبا  xبه عبارت ديگر تعويض  (x, y)   همگـن   ،) كـه ايـن خاصـيت را داشـته باشـند     1(دلاتي بـه شـكل   نـدارد. معـا  
  اند:ي از اين معادلات در زير آمدههايز درجه صفر) نام دارند. نمونه(گاهي اوقات همگن ا

y x x y x x y
y , y ( ) , y sin( ) , y log x log y.

y x xy y x y

         
 

2 2 2 23
2 2  

If we use (2) with
1

t
x

 , the differential equation in (1) becomes 

y
y f (1, ) (3)

x
   

The appearance of the quotient 
y

x
 on the right suggests that we introduce a new unknown function  where

y

x
  .  

)اگر  tبا  را 2(
x


)كار بريم معادله ديفرانسيله ب 1   به صورت  1(

y
y f ( , ) ( )

x
  1 3  

yوجود آمدن كسره ب در خواهد آمد.

x
yمعرفي كنيم كه در آن  تابع مجهول و جديديك آورد كه اين فكر را پيش مي ،در سمت راست 

x
 .  

Then y x  ,   y x     , and this substitution transforms   (3) 

d
x f (1, ) or x f (1, )

dx

         

This last equation is a first–order separable equation for . We obtain an implicit formula for and then replace  

by 
y

x
 to obtain an implicit formula for y. 

yدر اين صورت  x  ،y x     يگزينياين جا، و(   را به  3(

x f ( , )    1  ياd
x f ( , )

dx


   1  

قـرار  ، بـا  سـپس پيـدا كـرده و   ضمني براي فرمول توانيم يكاست. مي مرتبه اول نسبت به پذيريمعادله جدايآخر يك  يكند. اين معادلهتبديل مي

yدادن

x
  به دست آوريم. yضمني براي  مولرف، يك به جاي 

Linear equations of second order with constant coefficients  
 
A differential equation of the form      1 2y P (x)y P (x)y R(x)     

is said to be a linear equation of second order. The functions 1P  and 2P  which multiply the unknown function y and 

its derivative y  are called the coefficients of the equation.  

  ب ثابتمعادلات خطي مرتبه دوم با ضراي
y                ديفرانسيل به شكل ي يك معادله P (x)y P (x)y R(x)   1 2  

  .دارندب معادله نام راياند ضضرب شدهyآن و مشتق yكه در تابع مجهول  P2وP1نامند. توابعرا يك معادله خطي مرتبه دوم مي
For first-order linear equations, we proved an existence-uniqueness theorem and determined all solutions by an 

explicit formula. Although there is a corresponding existence-uniqueness theorem for the general second-order linear 

equation, there is no explicit formula which gives all solutions, except in some special cases. A study of the general 

linear equation of second order is undertaken in Volume II. Here we treat only the case in which the coefficients 1P  

and 2P  are constants. When the right – hand member R(x) is identically zero, the equation is said to be homogeneous. 

 صـريحي مشـخص نمـوديم. اگـر چـه يـك قضـيه         فرمـول ها را با را ثابت كرده و كليه جواب يقضيه وجودي ـ يكتاي براي معادلات خطي مرتبه اول يك 
جـود  ها را بدهـد مو صريحي كه كليه جواب فرمولخاص،  مورداما، به جز در چند  ي خطي مرتبه دوم كلي وجود دارد،براي معادله يكتايي متناظرـ   وجودي

ثابت هسـتند.   P2و P1بدر آن ضراي پردازيم كه. در اين جا ما فقط به حالتي مياستگرفتهصورت  جلد دونيست. بررسي معادله خطي مرتبه دوم كلي در 
  نامند.معادله را همگن مي ،اشد، متحد صفر بR(x)در حالتي كه عضو طرف راست، يعني
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The homogeneous linear equation with constant coefficients was the first differential equation of a general type to 
be completely solved. A solution was first published by Euler in 1743. Apart from its historical interest, this 
equation arises in a great variety of applied problems, so its study is of practical importance. Moreover, we can give 
explicit formulas for all the solutions. 

توسـط اويلـر منتشـر     1743بـراي اولـين بـار در    كاملاً حل شد. حل آن  معادله خطي همگن با ضرايب ثابت اولين معادله ديفرانسيل از يك نوع كلي بود كه
آن از اهميت عملي برخـوردار اسـت. عـلاوه بـر      يشود، از اين رو مطالعهاش، در مسائل عملي گوناگوني ظاهر ميتاريخي يگرديد. اين معادله، جدا از جاذبه

  هاي صريحي را ارائه داد.فرمولهاي آن توان براي كليه جواباين، مي

Consider a homogeneous linear equation with constant coefficients which we write as follows: 

y ay by 0     

We seek solutions on the entire real axis ( , )  . One solution is the constant function y 0 . This is called the 

trivial solution. We are interested in finding nontrivial solutions, and we begin our study with some special cases 

for which nontrivial solutions can be found by inspection. In all these cases, the coefficient of y  is zero, and the 

equation has the form y by 0   . We shall find that solving these special equations is tantamount to solving the 

general case. 

  نويسيم:ب ثابت را در نظر بگيريد كه آن را به اين صورت مييك معادله خطي همگن با ضراي
y ay by      

)هاي اين معادله را بر تمام محور حقيقيجواب , )  كنيم. يك جواب تابع ثابتجستجو ميy    خوانند. ما در پـي  مي جواب بديهياست. اين را
كنيم. در همه بديهي را با بررسي يافت آغاز مي هاي غيرتوان جوابميها خاص كه در آن ستيم، و بررسي خود را با چند موردهاي غير بديهي هيافتن جواب

yصفر بوده و معادله به شكل yضريب موارد اين by    باشدميحل حالت كلي  معادلات خاص معادلباشد. خواهيم ديد كه حل اين مي.  

We conclude this section with some miscellaneous remarks. Since all the solutions of the differential equation 

y ay by 0     are contained, the linear combination on the right is often called general solution of the differential 

equation. Any solution obtained by specializing the constants 1c  and 2c  is called is called a particular solution.  

"yاز هاي معادله ديفرانسيلبريم. چون كليه جواباين بخش را با ذكر چند نكته به پايان مي ay by    آيند اغلب تركيب خطي سـمت  به دست مي
  . داردبه دست آيد يك جواب خصوصي نام c2وc1هاي خاصخوانند. هر جواب كه به ازاي ثابتراست آن را جواب عمومي معادله ديفرانسيل مي

For example, taking 1c 1 , 2c 0 , and then 1c 0 , 2c 1 , we obtain the two particular solutions 

ax ax

2 2
1 1 2 2e u (x) , e u (x)

 

    . These two solutions are of special importance because linear combinations of 

them give us all solutions. Any pair of solutions with this property is called a basis for the set of all solutions. 

cمثلاً، با اختيار 1 1 ،c  2 سپس  وc  1 ،c 2 ، دو جواب خصوصي1
ax

e u (x)



  22 و2
ax

e u (x)



  21 آوريـم. ايـن دو   را به دست مـي  1
 يبا اين خاصيت يك پايه براي مجموعـه  هاجواباز دهند. هر جفت به ما مي ها راها كليه جوابآن تركيبات خطياي برخوردارند زيرا جواب از اهميت ويژه

  شود.ها ناميده ميجواب يكليه
A differential equation always has more than one basis. For example, the equation y 9y   has the basis 

3x
1 e  , 3x

2 e   But it has the basis 1w cosh 3x , 2w sinh3x . In fact, since 3x
1 2e w w   and 

3x
1 2e w w   , every linear combination of 3xe and 3xe is also a linear combination of 1w  and 2w . Hence, the 

pair 1w , 2w is another basis. 

ــه         ــثلاً معادل ــه دارد. م ــك پاي ــيش از ي ــه ب ــيل هميش ــه ديفرانس ــر معادل yه y  ــه 9 xeيداراي پاي  3
1،xe  3

ــه   2 ــا از پاي ــت. ام  ياس
w cosh x1 3،w sinh x2 xeواقع، چونباشد. در نيز برخوردار مي 3 w w 3

1 xeو 2 w w  3
1 يـك   xe3وxe3، هر تركيب خطـي 2

  ديگري خواهد بود. يپايه w1،w2نيز هست. از اين رو جفت w2وw1تركيب خطي
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It can be shown that any pair of solutions1 and 2  of a differential equation y ay by 0     will be a basis if the 

ratio 
1

2

v
v

 is not constant. Although we shall not need this fact, we mention it here because it is important in the 

theory of second –order linear equations with no constant coefficients. 

yي معادله ديفرانسيل2و 1توان نشان داد كه هر جفت جوابمي ay by     يك پايه است اگر كه نسبت


2
1

ثابت نباشد. بـا آن كـه بـه ايـن      

  دارد. اهميت ب غير ثابتضراييه معادلات خطي مرتبه دوم با جا از اين جهت ذكر نموديم كه در نظري نخواهيم داشت ولي آن را در اينمطلب نياز

Both ordinary and partial differential equations are broadly classified as linear and nonlinear. A differential 

equation is linear if the unknown function and its derivatives appear to the power 1 (products are not allowed) and 

nonlinear otherwise. The characteristic property of linear equations is that their solutions form an affine subspace 

of an appropriate function space, which results in much more developed theory of linear differential equations.  

خطي است اگر تـابع مجهـول و    ،ديفرانسيل يد. يك معادلهنخطي تقسيم مي شوعمده خطي و غيره هر دو معادلات ديفرانسيل معمولي و جزئي به دو دست
هـاي  اين است كه جواب باشند (ضرب بين آنها غير مجاز است) و در غير اينصورت غيرخطي است. ويژگي شاخص معادلات خطي 1مشتقات آن داراي توان 

  دهد.خطي نتيجه ميي معادلات ديفرانسيل توسعه يافته يد، كه در نظريهنكنمي ايجادآفين از يك فضاي تابعي مناسب  آنها يك زيرفضاي

Homogeneous linear differential equations are a further subclass for which the space of solutions is a linear 

subspace i.e. the sum of any set of solutions or multiples of solutions is also a solution. The coefficients of the 

unknown function and its derivatives in a linear differential equation are allowed to be (known) functions of the 

independent variable or variables; if these coefficients are constant then one speaks of a constant coefficient linear 

differential equation. 

هـا يـا   اي از جـواب اي خطي است يعني مجمـوع هـر مجموعـه   يك زير فض هايك زيركلاس ديگر هستند كه فضاي جواب همگنمعادلات ديفرانسيل خطي 
 متغيـر يـا متغيرهـاي مسـتقل     باابع (معلوم) وتواند تن در يك معادله ديفرانسيل خطي ميمضارب آنها نيز يك جواب است. ضرايب تابع مجهول و مشتقات آ

  پيش مي آيد. معادلات ديفرانسيل خطي با ضرايب ثابتاگر اين ضرايب، ثابت باشند آنگاه بحث  ؛باشد

A linear equation obliges the unknown function y to have some restrictions. Indeed, the only operations which are 

accepted for the variable y are:  

(i) Differentiating y;  

(ii) Multiplying y and its derivatives by a function of the variable x  

(iii) Adding what you obtained in (ii) and let it be equal to a function of x.  

  از: تندعبار yهايي داشته باشد. در واقع، تنها اعمال مجاز براي متغير محدوديت yدر يك معادله خطي بايد تابع مجهول 
  yمشتق گرفتن از  )1(
 xمتغير  در تابعي باو مشتقات آن  yضرب  )2(

  xدست آمده و مساوي قرار دادن آن با تابعي از ه ) ب2جمع كردن با آنچه در ( )3(
Linear differential equations frequently appear as approximations to nonlinear equations. These approximations are 

only valid under restricted conditions. For example, the harmonic oscillator equation is an approximation to the 

nonlinear pendulum equation that is valid for small amplitude oscillations. 

. عتبـر هسـتند  ها فقط تحت شرايط محدودي مشوند. اين تقريبهايي از معادلات غيرخطي ظاهر ميبه عنوان تقريب به طور مكررمعادلات ديفرانسيل خطي 
  است. درستكوچك  ي نوسانبا دامنه غيرخطي كه براي نوسانات آونگتقريبي است از معادله  همسازمثلاً معادله نوساني 

Solving Boundary Value Problems for Ordinary Differential Equations in MATLAB 

Ordinary differential equations (ODEs) describe phenomena that change continuously. They arise in models 

throughout mathematics, science, and engineering. By itself, a system of ODEs has many solutions. Commonly a 

solution of interest is determined by specifying values of all its components at a single point x a . This is an initial 

value problem (IVP). However, in many applications a solution is determined in a more complicated way. A 

boundary value problem (BVP) specifies values or equations for solution components of at more than one x.  
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   MATLABحل مسائل مقدار مرزي معادلات ديفرانسيل معمولي در 
هاي رياضي، علـوم و مهندسـي ايجـاد    ها در مدلكنند. آنمي دهند كه به طور پيوسته تغييرهايي را توضيح ميپديده (ODE)معادلات ديفرانسيل معمولي 

هـاي آن در نقطـه   كـردن مقـادير تمـام مؤلفـه     هاي زيادي دارد. معمولاً يـك جـواب مفيـد بـا مشـخص     ها جوابODEشوند. به تنهايي، يك دستگاه از مي
xتنهاي a مسأله مقدار اوليهشود. اين يك معلوم مي VP)(I آيد. تري به دست ميهاي پيچيدهاست. به هر حال، در خيلي از كاربردها، جواب به روش
  كند. مشخص مي xجواب را در بيش از يك  هايمؤلفه هايمقادير يا معادله (BVP) مسأله مقدار مرزييك 

Unlike IVPs, a boundary value problem may not have a solution, or may have a finite number, or may have infinitely many. 

Because of this, programs for solving BVPs require users to provide a primary guess for the solution desired. Often there 

are parameters that have to be determined so that the BVP has a solution. Again there might be more than one possibility, 

so programs require a guess for the parameters desired. Singularities in coefficients and problems posed on infinite 

intervals are not unusual. Simple examples are used in §2 to illustrate some of these possibilities. 
نهايت جواب داشته باشد. بـه ايـن خـاطر،    ها يك مسأله مقدار مرزي، ممكن است جوابي نداشته باشد، يا ممكن است تعداد متناهي يا ممكن است بيIVPبرخلاف 

طوري كه به د نه بايد معلوم شوك وجود دارندارائه دهد. اغلب پارامترهايي نياز  مورد ها نيازمند اين است كه كاربر يك حدس اوليه براي جوابBVPهاي حل برنامه
BVP  در  . نقاط منفردنياز احتياج دارند به حدسي براي پارامترهاي مورد هاپس برنامه امكان وجود داشته باشد،جواب داشته باشد. باز هم ممكن است بيش از يك

  را توضيح دهد. هاامكانه است تا بعضي از اين آمد 2§هاي ساده در . مثالندهاي نامتناهي، غير عادي نيستروي بازه واقعضرايب و مسائل 

This tutorial shows how to formulate, solve, and plot the solution of a BVP with MATLAB program bvp4c. It aims 

to make solving a typical BVP as easy as possible. BVPs are much harder to solve than IVPs and any solver might 

fail, even with good guesses for the solution and unknown parameters. Bvp4c is an effective solver, but the 

underlying method and computing environment are not appropriate for high accuracies nor for problems with 

extremely sharp changes in their solutions.  
 BVPقصـد دارد يـك    متلـب بندي، حل و رسم كنيم. فرمول bvp4cي برنامهبا  MATLABرا در  BVPدهد چگونه جواب يك آموز نشان مياين خود
و  هاي خوب بـراي جـواب  حتي با حدساي ممكن است كنندهشوند و هر حلها حل ميIVPتر از ها بسيار سختBVPدر نهايت سادگي حل كند.  نوعي را
، اما روش اساسي و محيط محاسبات نه براي دقت بالا و نه براي مسائل با تغييـرات  باشديك حل كننده كارا مي Bvp4c. به جواب نرسد هاي نامعلومرپارامت

  سريع در جوابشان مناسب نيستند.
Boundary Value Problems 

 

If the function f is smooth on [a, b], the initial value problem y f (x, y) ,y(a)   given, has a solution, and one.             

Two-point boundary value problems are exemplified by the equation. 

y y 0    
with boundary conditions y(a) A , y(b) B . An important way to analyze such problems is to consider a family 

of solutions of IVPs. Let y(x,s) be the solution of equation (1) with initial values y(a) A , y (a) s  . 

Each y(x,s) extends to x b  and we ask, for what values of s does y(b,s) B?  If there is a solution s to this 

algebraic equation, the corresponding y(x,s)  provides a solution of the differential equation that satisfies the two 

boundary conditions. Using linearity we can sort out the possibilities easily. 
  مسائل مقدار مرزي

y يباشد، مسأله مقدار اوليه هموار [a,b]روي fاگر تابع  f (x, y) , y(a)  اي بـا مثـال زيـر    ، يك و فقط يك جواب دارد. مسائل مقدار مرزي دو نقطه
y             شود:توضيح داده مي y    

y(a)با شرايط مرزي A وy(b) Bهاي اي از جواباين است كه خانواده يمسائل . يك روش مهم براي تحليل چنينIVP    ها را بررسـي كنـيم. فـرض
y(a)با مقادير اوليه )1(جواب معادله y(x,s)كنيد A وy (a) s  باشد. هرy(x,s)  بهx b پرسـيم، بـراي كـدام مقـادير     يابد و ميتوسعه ميs 
y(b,s)داريم B ؟ اگر يك جوابs جبري موجود باشد، يبراي اين معادلهy(x,s)در دو كنـد كـه   مي فراهمه ديفرانسيل معادلبراي يك جواب  ،متناظر

  بندي كنيم.  را به آساني دسته ي ممكنهاتوانيم حالت. با استفاده از خطي بودن ميكندشرط مرزي صدق مي



 

  
 

CHAPTER THREE: Differential Equations  80  ارشدكارشناسي  يكمدرسان شريف رتبه 

 Let u(x)  be the solution defined by y(a) A , y (a) 0   and u(x)  be the solution defined by y(a) 0 , y (a) 1  . 

Linearity implies that y(x,s) u(x) s (x)   , and the boundary condition B y(b,s) u(b) s (b)    amounts to a 

linear algebraic equation for the unknown initial slope s. The familiar facts of existence and uniqueness of solutions 
of linear algebraic equations then tell us that there is either exactly one solution to the BVP, or there are boundary 
values B for which there is no solution and others for which there are infinitely many solutions. 

y(a)جوابي باشد كه با u(x)فرض كنيم Aوy (a)   تعريف شده باشد وu(x)   جوابي باشد كه باy(a)     وy (a) 1    .تعريف شـده باشـد
y(x,s)كندخطي بودن دلالت مي u(x) sv(x)  و شرط مرزيB y(b,s) u(b) sv(b)   شيب اوليه مجهول  باخطي  يجبر يبه يك معادله

s دقيقاً يك جواب براي  يا گويد كهخطي مي يهاي معادلات جبرشود. مفاهيم آشناي وجود و يكتايي جوابتبديل ميBVP جود است يا مقادير مـرزي  مو
B  نهايت جواب وجود دارد.ها بيها جوابي وجود ندارد و مقاديري كه به ازاي آنكه به ازاي آن هستندموجود  

Nonlinearity introduces other complications illustrated by the problem  

y | y | 0  with y(0) 0 , y(b) B . Proceeding as with the linear 

examples it is found that for any b   , there are exactly two solutions 

for any B 0 . One solution has the form y(x,s) ssinh x ; it starts off 

with a negative slope s and decreases monotonely to B. The other starts 

off with a positive slope where it has the form y(x,s) ssin x . This 

solution crosses the axis at x   , where its form changes and it 

decreases thereafter monotonely to B.  Fllowing Figure shows an 

example of this with b 4 and B 2  . Much as eigenvalue problems, 

when solving nonlinear BVPs we have specify which solution is the 
one that interests us.  

  

  دنشوكند كه با مسأله تشريح ميهايي را ايجاد ميي بودن، پيچيدگيغير خط
y | y |   باy( )   وy(b) B .د كـه  وش ـمي، فهميده هاي خطيبا كار كردن با مثال

ــر   ــراي ه bب     ــر ــراي ه ــواب ب ــاً دو ج B، دقيق       ــه ــواب ب ــك ج ــت. ي ــود اس موج
y(x,s)شكل ssinh x  است، با يك شيب منفيs ـ شودشروع مي   Bصـورت يكنـوا بـه    ه و ب

 شـــود كـــه در آن بـــهيابـــد. ديگـــري بـــا يـــك شـــيب مثبـــت شـــروع مـــيكـــاهش مـــي
y(x,s)شكل ssin xاين جواب، محور را درباشدمي .x   كـه   كـه در آن كنـد،  قطع مـي

از ايـن   يـك مثـال   زيـر يابد. شـكل  كاهش مي Bكند و سپس به طور يكنوا به شكل آن تغيير مي
bبا مسأله  Bو 4  2هنگـام حـل   مسـائل مقـدار ويـژه   دهد. بـا ايـن كـه    را نشان مي ،
BVPيرخطي، بايد مشخص كنيم كدام جواب براي ما مناسب است.هاي غ  

Before looking at power series solutions to a differential equation we will first need to do a cursory review of 

power series.  Now we will finally be looking at nonconstant coefficient differential equations.  While we won’t 

cover all possibilities in this chapter we will be looking at two of the more common methods for dealing with this 

kind of differential equations. 

اـ ضـرايب    اجمالي ابتدا نياز داريم مروري ،ديفرانسيل ييك معادلهقبل از نگاه به جواب سري تواني براي   بر سري تواني داشته باشيم. هم اكنون نگاهي به معادلات ديفرانسيل ب
  پردازيم.به اين نوع معادلات ديفرانسيل ميمربوط  ترنخواهيم پوشاند، به دو روش عموميرا در اين فصل  ي ممكنهاغير ثابت مي اندازيم. در حالي كه تمام حالت

The first method that we’ll be taking a look at, series solutions, will actually find a series representation for the solution 

instead of the solution itself.  You first saw something like this when you looked at Taylor series.  As we will see however, 

this won’t work for every differential equation. The second method that we’ll look at will only work for a special class of 

differential equations.  This special case will cover some of the cases in which series solutions can’t be used. 

هنگـام بررسـي سـري تيلـور     يابد. شـما ابتـدا   براي جواب مياولين روشي كه به آن مي پردازيم ، روش سري، در واقع به جاي خود جواب يك نمايش سري 
تنهـا بـراي    آن خـواهيم پرداخـت   . همانطور كه خواهيم ديد اين روش براي هر معادله ديفرانسيل كار نخواهدكرد. روش دومي كه بهچيزي شبيه اين ديديد

  پوشاند.پوشاند را ميبرخي از حالاتي كه روش سري نمي ،خاصي از معادلات ديفرانسيل كار مي كند. اين حالت خاصي دسته

Two solutions for y + | y |= 0 . 

yدو جواب براي  + | y |= 0. 
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CHAPTER FOUR 

(( Complex Functions))  

 Analytic Functions 

A function f of the complex variable z is analytic at a point z0 if its derivative f (z)  exists not only at z0 but at 

every point z in some neighborhood of z0. It is analytic in a domain of the z plane if it is analytic at every point in 
that domain. The terms "regular" and "holomorphic" are sometimes introduced to denote analyticity in domains 
of certain classes. 

The function 2z , for instance, is not analytic at any point, since its derivative exists only at the point z=0, not 

throughout any neighborhood. 

  توابع تحليلي
fتحليلي است اگر مشتق آن  0zدر نقطه  zاز متغير مختلط  fتابع  (z)  0نه تنها درz  0بلكه در يك همسايگي ازz .تابع  موجود باشدf اي از صفحه در  ناحيهz  تحليلي است

  .هاي مشخص به كار رفته اندهاي دستهبه معني تحليلي بودن در ناحيه» هولومورفيك«و » منظم«دامنه تحليلي باشد. گاهي اوقات عبارت  آن اگر در هر نقطه از
zمثلاً تابع  zمشتق آن فقط در  اي تحليلي نيست، زيرادر هيچ نقطه 2  .موجود است و در هيچ همسايگي آن مشتق ندارد  

An entire function is one that is analytic at every point of the z plane, that is, throughout the entire plane. We have 

shown that the derivative of every polynomial in z exists at every point, hence every polynomial 
2 n

0 1 2 np(z) a a z a z ... a z (n 0,1,2,...)       
is an entire function. 

If a function is analytic at some point in every neighborhood of a point z0 except at z0 itself, then z0 is called a 

singular point, or a singularity of the function. 

اي موجـود اسـت؛ از اينـرو هـر     هدر هـر نقط ـ  zاي در جملهايم كه مشتق هر چندد. نشان دادهتمام نقاط صفحه تحليلي باش ، تابعي است كه درتابع تاميك 
   با هم باشد. ايجملهچند

n
np(z) a a z a z ... a z (n , , ,...)     2

1 2 1 2   
  يك تابع تام است.
  شود.ناميده مينقطه تكين تابع يا تكيني تابع  zتحليلي باشد، آنگاه zبه جز خود zهمسايگي هر نقاط از اگر تابعي در برخي

For example, we have seen that if, 

2

1 1
f (Z) then f (Z) (Z 0)

Z Z
     

Thus f is a analytic at every point except the point z=0, where it is not continuous, so that f (0) cannot exist. The 

point z 0  is a singular point. On the other hand, our definition assigns no singular points at all to the function 2z , 

since the function is nowhere analytic. 

fمثلاً، ديديم اگر  (z)
z


fآنگاه 1 (z)

z

  2
1

(z ) .  بنابراينf  نقطه غير از  هردرz   ،تحليلي است، بنابراين  كه در آن پيوسته نيستf ( )  تواند نمي

zنقطه  .موجود باشد   اي تكين است. به عبارت ديگر، طبق تعريف ما تابعنقطهz  اصلاً داراي نقطه تكين نيست، زيرا هيچ جا تحليلي نيست. 2
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زبان تخصصي رياضي

A necessary, but by no means sufficient, condition for a function to be analytic in a domain D is clearly that the 
function be continuous throughout D. The Cauchy- Riemann conditions are also necessary, but not sufficient. 
Two sets of sufficient conditions for analyticity in D are given, if the hypotheses stated in those theorems are 
satisfied at every point of D. But other useful sets of sufficient conditions arise in the following way from the 
conditions of validity of the differentiation formulas. 

لازم  ريمان ـ معادلات كوشياست. همچنـين   Dتحليلي باشد، بوضوح پيوستگي تابع در سراسر  Dيك شرط لازم، اما كاملاً غير كافي، براي اينكه تابعي در ناحيه 
برقـرار   Dيا در تمـام نقـاط   هاي بيان شده در آن قضافرض كه ، اگراندداده شده  Dشرايط كافي براي تحليلي بودن در  دو دسته از لي كافي نيست.هستند و

  .شوندپديدار ميگيري هاي مشتقفرمول درستيشوند. اما ساير شرايط كافي به طريق زير از شرايط 
The function          3 2u y 3x y   

is readily seen, by direct substitution into Laplace's equation, to be a harmonic function. In order to find its 

harmonic conjugate v, we note that       
u

6xy
x


 


 

from which, by using one of the Cauchy- Riemann equations, we may conclude that 

v
6xy

y


 


 

u     تابع با جايگذاري y x y 3 23    
  كنيم كهتوجه مي، v، آن همساز مزدوج دست آوردن ه است. به منظور ب تابع همسازشود كه يك به سادگي ملاحظه مي ،له لاپلاسدر معاد

u
xy

x


 


6  

vتوانيم نتيجه بگيريم كهريمان مي-كه با استفاده از معادلات كوشي
xy

y


 


6      

Integrating this equation with respect to y with x held fixed, we find that 
2u 3xy (x)     

where (x)  is at present an arbitrary function of x. But since 
u u

x y

 
 

 
, it follows that 

2 2 23y (x) 3y 3x      ; 

Therefore 2(x) 3x   and 3(x) x c   , where c is an arbitrary constant. Hence the harmonic conjugate of the 

function 3 2u y 3x y   is    2 3u 3xy x c     

u  گيريم كـه: ثابت نگه داشته شود، نتيجه مي xكه در حالي yگيري از اين معادله نسبت به با انتگرال xy (x)   23    كـه در آن(x)    فعـلاً تـابع

uاست. ولي از آنجا كه   xدلخواهي از  u

x y

 
 

 
yشود كه نتيجه مي  (x) y x     2 2 23 3 3  

(x)بنابراين   x  (x)و  23 x c  3  كهc  دلخواه است. پس مزدوج همساز تابع ثابت يكu y x y 3   برابر است با:   23
u xy x c   2 33  

The corresponding function f = u +iv is 
3 2 3 2f (z) y 3x y i(x 3xy ) ic                                    (1) 

It is easily verified that      3f (z) i(z c)   

This form is suggested by noting that when y=0, equation (4-1) becomes. 
3f (x) i(x c)   

Later on we shall show that, corresponding to each harmonic function u , a harmonic conjugate function v exists. 
fتابع متناظر u iv    :چنين است  

f (z) y x y i(x xy ) ic    3 2 3 23 3            (1)  

f        توان ديد كه به راحتي مي (z) i(z c) 3    
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CHAPTER SIX 

(( Algebra ))   

Normal Subgroups and Quotient Groups 

 

Let G be the group 3S  and let H be the subgroup{e, }. Since the index of H in G is 3, there are three right cosets of 

H in G and there left cosets of H in G. We list them: 
 
 

Right Cosets  Left Cosets 
H {e, }   H {e, }   

H { , }     2H { , }       

H { , }      2 2 2 2 2 2H { , }      

A quick inspection yields the interesting fact that the right coset H  is not a left coset. Thus, at least for this 

subgroup, the notions of left and right coset need not coincide. 

  هاي خارج قسمتي هاي بهنجار و گروهزيرگروه
  G را گروهS3 كنيم كه انگاريم، و فرض ميميH زير گروه{e, } جا كه شاخص باشد. از آنH  درG  است، پس  3برابرH  درG  و سه  مجموعه راستهمسه

  آوريم:ها را در زير ميمجموعهدارد. اين هم مجموعه چپهم
  هاي راستمجموعههم  هاي چپمجموعههم

H {e, }   H {e, }   

H { , }     2  H { , }     

H { , }     2 2 2 H { , }   2 2 2  

، ست. لذا، دسـت كـم در مـورد ايـن زيرگـروه     جموعه چپي نيمي هيچ همومسا Hمجموعه راستشويم كه همجالب مي نكتهسريع متوجه اين  با بررسي
  د. چپ و راست، لزوماً يكي نخواهند بو مجموعههاي هممفهوم

In 3G S  let us consider the subgroup 2N {e, , }.   Since the index of N in G is 2 there are two left cosets and 

two right cosets of N in G. We list these: 
 

Right Cosets  Left Cosets 
2N {e, , }    2N {e, , }    

2N { , , }      2N { , , }      

 2{ , , }      

A quick inspection here reveals that every left coset of N in G is a right coset in G and conversely. Thus we see that for some 

subgroups, the notion of left coset coincides with that of right coset, whereas for some subgroups these concepts differ. 
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Gدر S N، زيرگروه3 {e, , }  2 دهيم. چون شاخص را مورد توجه قرار ميN  درG  است، پس  2مساويN  درG مجموعـه چـپ و   صاحب دو هم
  اند:ها در زير آمدهمجموعه راست است. اين مجموعهدو هم

  هاي راست مجموعههم  هاي چپمجموعههم

N {e, , }  2  N {e, , }  2  

N { , , }    2 N { , , }     2  

{ , , }    2   

ي از برخ ـ م كـه در مـورد  بينـي است و بالعكس. لذا، مـي  Gدر  Nمجموعه راست يك هم Gدر  Nمجموعه چپ شود كه هر هممي مشخصسريع،  با بررسي
  ها تفاوت دارند.مجموعه راست يكي است حال آن كه اين مفاهيم براي بعضي زير گروهمجموعه چپ با همها، مفهوم همزيرگروه

 Definition and Examples of Rings 

 As we indicated in previous there are certain algebraic systems which serve as the building blocks for the structures 

comprising the subject which is today called modern algebra. At this stage of the development we have learned something 

about one of these, namely groups. It is our purpose now to introduce and to study a second such namely rings.  

  هاند مثال از حلقهتعريف و چ
ا مبحثي پديده آمده است كه ههستند كه از آن ساختارهاييهاي جبري به منزله مصالح ساختماني هبرخي از دستگا ،خاطر نشان شد گذشتهدر همانطور كه 

معرفي و بررسي دومين دسـتگاه از ايـن   ما هدف كنون ا. ايمچيزهايي آموختهها، گروه به نامها، ه يكي از آنجا مطالبي دربارام دارد. تا ايننامروزه جبر مدرن 
  .باشدميها، نوع، يعني حلقه

The abstract concept of a group has its origins in the set of mappings, or permutations, of a set onto itself. In 

contrast, rings stem from another and more familiar source, the set of integers. We shall see that they are patterned 

after, and are generalizations of, the algebraic aspects of the ordinary integers. 

آشناتر، يعنـي   و ها از منبعي ديگرل آن كه حلقهحا ه روي خود آن است.يك مجموعه ب هايجايگشتا ها، ي، از مجموعه نگاشتمفهوم انتزاعي گروه يسرچشمه
  صحيح معمولي هستند. دهاي جبري اعداگيرند و تعميم جنبهها مورد الگوبرداري قرار مياين حلقه. خواهيم ديد كه پديد آمدندمجموعه عددهاي صحيح، 

In the next paragraph it will become clear that a ring is quite different from a group in that it is a two –operational 

system; operations are usually called addition and multiplication. Yet, despite the difference, the analysis of rings 

will follow the pattern already laid out for groups. 

دو عمل؛ اين اعمال معمولاً جمـع و ضـرب   با هت كه هر حلقه دستگاهي است در بند بعد خواهيم ديد كه يك حلقه با يك گروه كاملاً متفاوت است، از آن ج
  ها ديديم. گيرد كه در مورد گروهها به همان صورتي انجام مي، تحليل حلقهتفاوتشوند. اما، با وجود اين مي ناميده

We shall require the appropriate analogs of homomorphism, normal subgroups, factor groups, etc. With the experience 

gained in our study of groups we shall be able to make the requisite definitions, intertwine them with meaningful 

theorems, and end up proving results which are both interesting and important about mathematical objects with which 

we have had long acquaintance. To cite merely one instance, later on in the book, using the tools developed here, we 

shall prove that it is impossible to trisect an angle of 60º using only a straight –edge and compass. 

هـا  ها، خواهيم داشت. آنچه كه در بررسي گـروه ، و مانند اينعاملهاي ، گروههاي بهنجار، زيرگروههمريختيهاي مناسبي شبيه در اين مورد نياز به مفهوم
ه رخره نتايجي جالـب و مهـم، دربـا   ، و بالابياميزيمي بامعني ها را با قضاياياز دست يابيم، آنهاي مورد نيوختيم به ما اين قدرت را خواهد داد كه به تعريفآم

، كه بعداً در اين كتاب با استفاده از ابـزاري كـه   كنيمفقط يكي از اين موارد را ذكر مييم. داريم ثابت نماي سروكارها هاست با آنكه مدت موجودات رياضي
  كش و پرگار ميسر نيست.  مك خطك به سه قسمت متساوي فقط با 60º، ثابت خواهد شد كه تقسيم زاويهگسترش يافتنددر اين فصل 

A simple computation now shows that X.Y=1. Thus the nonzero elements of Q form a non-abelian group under 

multiplication. A ring in which the nonzero elements form a group is called a division ring or skew-field. Of 

course, a commutative division ring is a field. Q affords us a division ring which is not a field. Many other 

examples of non commutative division rings exist, but we would be going to for afield to present one here. The 

investigation of the nature of division rings, and the attempts to classify them form an important part of algebra. 
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Artificial Variable متغير مصنوعي  

 Example: When any of the constraints is an equation, there are two possible approaches. In one we replace the 

equation by a pair of inequalities. An alternative way, sometimes significantly easier to manage by hand is to 
introduce a corresponding artificial variable. 

انجام آن به  اوقاتوقتي تمام قيدها معادله هستند دو راه وجود دارد. راه اول اين است كه معادله را با يك جفت نامعادله تعويض كنيم. راه ديگر، كه گاهي 
  ر مصنوعي متناظر معرفي كنيم.اين است كه يك متغي ،استتر صورت دستي  مشخصاً آسان

Basic Solution ايجواب پايه 

 Example: Each solution to any system of equations is called a Basic Solution (BS). Those Basic Solutions 

which are feasible are called Basic Feasible Solutions (BFS). The vertices of solution region are the BFS.

نامند.  (BFS)اي شدني پايه هاياي كه شدني باشند را جوابهاي پايهنام دارد. آن جواب (BS)اي معادلات يك جواب پايه دستگاههر جوابي براي هر 
  باشد.مي  BFSهاي ناحيه جواب، همان سأر

Big-M Method    روش M    بزرگ 

 Example: The Big M method is an alternative form of two-stage simplex which requires only one objective 

function. 
  اي است كه فقط به يك تابع هدف نياز دارد.بزرگ روشي جايگزين از سيمپلكس دومرحله Mروش 

Constraints  هاقيد يا محدوديت

 Example: A linear equation represents a straight line. Limited time, labor etc. may be expressed as linear 

inequality or equations and are called constraints.

  تواند به صورت نامعادله يا معادلات خطي بيان شود و همگي محدوديت هستند.دهد. محدوديت زمان، كار و ...  مييك معادله خطي، خط مستقيمي را نمايش مي
Feasible Solution جواب شدني 

 Example: A set of values of the variables x1, x2, x3,….,xn which satisfy all the constraints and also the non-

negativity conditions is called the feasible solution of the LPP.

nxيك مجموعه مقادير از متغيرهاي ,x ,x ,..., x1 2   باشد.مي LPPكند يك جواب شدني از ها و شرايط نامنفي بودن صدق ميه در تمام محدوديتك 3
Infeasible Solution   جواب نشدني 

 Example: The fact that a particular solution may be infeasible does not imply that the problem itself is 

infeasible. However, infeasible problems do exist.

  نشدني باشد. هرچند مسايل نشدني هم موجودند. مسألهشود كه خود اين واقعيت كه يك جواب خاص، ممكن است نشدني باشد موجب نمي
Objective Function    تابع هدف 

 Example: The Objective Function is a linear function of variables which is to be optimized i.e., maximized or 

minimized. e.g., profit function, cost function etc.

  .تابع هدف تابعي خطي از متغيرهاست كه بايد بهينه شود يعني ماكسيمم يا مينيمم شود مثلاً تابع سود، تابع هزينه و ... 
Optimal Solution جواب بهينه 

 Example: The feasible solution, which optimizes (i.e., maximizes or minimizes as the case may be) the 

objective function is called the optimal solution.

  نامند.كند) را جواب بهينه مي، ماكسيمم يا مينيمم ميمسألهكند (يعني بسته به ه ميينجواب شدني كه تابع هدف را به
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Optimization  سازيبهينه  

 Example: A decision which is considered the best one, taking into consideration all the circumstances is called an 

optimal decision. 
  شود.شود، يك تصميم بهينه ناميده ميبهترين روش تلقي ميتمام شرايط  با در نظر گرفتنتصميمي كه 

Penalty جريمه 

 Example: In order to reflect the undesirability of a nonzero artificial vector, the objective function is modified 

such that a large penalty is paid for any such solution.

  براي هر جواب اينچنيني پرداخت شود شود كه يك جريمه بزرگبراي واكنش به  نامطلوب بودن يك بردار مصنوعي ناصفر، تابع هدف طوري اصلاح مي
Simplex Method             روش سيمپلكس 

 Example: The Simplex Method is another algorithm for solving LP problems. 
 است. LPل پلكس الگوريتم ديگري براي حل مسائوش سيمر

Solution Of A LPP   LPP جواب يك 

 Example: A set of values of the variables x1, x2,….xn which satisfy all the constraints is called the solution of 

the LPP. 
nxيك مجموعه از مقادير از متغيرهاي ,x ,x ,..., x1 2   گويند.  LPPكند را يك جواب ها صدق ميكه در تمام محدوديت 3

Two – Phase Method ايروش دو مرحله 

 Example: The two-phase method is one way to get rid of the artificial variables. 
 اي، راهي است براي خلاص شدن از متغيرهاي مصنوعي.روش دو مرحله
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CHAPTER TEN 
(( GRAMMAR )) 

»گرامر «   
  حروف در زبان انگليسي 

  :شوندميبندي روه طبقهـ حروف در زبان انگليسي به دو گ1
  a-e-i-o-uكه عبارتند از:  The Vowel Lettersحروف صدادار الف ـ 

  شود. حروف انگليسي ميبقيه كه شامل  consonanatصدا حروف بيب ـ 
   كنند. صدا تلقي ميبي ،صورتاين صداي آي يا اي بدهد آن را صدادار و در غير (y)چنانچه  :1نكته  

  

 حمل كردن  :1مثال  carry تلاش كردن  try به وسيله  by 

صـدا  بـي  ،را صدادار و در غيراين صورت (w)بيايد حرف  همراه با يك حرف صدادار كه آن حرف در وسط يا آخر كلمه (w) حرف چنانچه :2نكته 
  كنند.  تلقي مي

  

 پيروي كردن     :2مثال  follow گاو  cow 

  . شودنميبيايد تلفظ  (R)و قبل از حرف  ملهجچنانچه در ابتداي  (w)حرف  :3نكته 
  

 نادرست  :3مثال  wrong از جا كندن  wrench پيچيدن  wrap 

  مـاس

  بندي آن به شرح زير است:رود و تقسيمكه براي ناميدن اشخاص، اشيا و هر چيز ديگري بكار مياست اي اسم كلمه ـ1
   (Abstract Noun)ـ اسم معني 1  

 (Proper Noun). اسم خاص 2ـ1   (Noun)اسم 

  (Common Noun). اسم عام 2ـ2
  (Cellective Noun). اسم جمع 2ـ3
  (Material Noun)س . اسم جن2ـ4

 (Concrete Noun)ـ اسم ذات 2

    

  گويند. اسم معني مي كردتوان آن را لمس ـ به اسمي كه مربوط به چيزي باشد كه نمي2

 دستيتهي  :4مثال  poverty گريه  weeping توانايي  ability 

  گويند.  مي واقعياسم  كردتوان آن را لمس ـ به اسمي كه مربوط به چيزي باشد كه مي3

 كتاب  :5مثال  book سگ  dog گربه  cat  
  گويند.  مياي كه به شخص يا چيزي مشخص دلالت دارد اسم خاص ـ به واژه4

 3       :6مثال- Vahid 2- Tehran  1- Iran 
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  رود. به كار نمي the ،پيش از اسم خاص معمولاً :4نكته 

  گويند.   اسم عام مي را رودمه افراد هم نوع يا هم جنس بكار مياي كه براي هـ واژه5

 ميز  :7مثال  Table زن  Woman ديوار  Wall 

  گويند.   مياسم جمع  استمفرد ولي در معنا به صورت جمع  ،كه در صورترا ـ اسمي 6

 مردم   :8مثال People  گله گوسفند Flock  اخبار News 

  روند. جمع با فعل مفرد بكار مي مياسا :5نكته 

 9مثال:  A group of teachers is working on the new reaserch.  
  كنند. جديدي كار مي پژوهشاز استادان بر روي  گروهي  

  د. نروبا فعل جمع بكار مي(گله گوسفند) هم  با فعل مفرد و هم  flock(گله گاو) و  cattle :6نكته 
  رود.(مردم) هميشه با فعل جمع بكار مي people(پليس) و   policeمي ااس :7نكته   

  گويند. ميدلالت دارد اسم جنس كه بر نوع و جنس را ـ اسمي 7

 آهن   :10مثال Iron  بچه Child  گاو نر Ox 

  گويند. مي (Compound Noun)كلمه تشكيل شده باشد اسم مركب كه از دو يا چند را ـ اسمي 8

 علم بشري   :11مثال man-maid-science  روزنامه  newspaper 

  اسامي قابل شمارش و غيرقابل شمارش 

  رود كه قابل شمردن است. اسمي است كه براي ناميدن چيزهايي به كار مي (Countable Noun)ـ اسم قابل شمارش 1

 12مثال:    
 (Singular)مفرد  (Plural)جمع 

tables a table 
oranges an orange 

  رود كه قابل شمردن نيست. به كار مي ييابراي ناميدن چيزه (uncountable Noun)ـ اسم غيرقابل شمارش 2
  

 قهوه   :13مثال Coffee  آب Water   شكرSugar 

  استفاده كرد.  anيا  aف تعريف توان از حرمي غيرقابل شمارش نمياقبل از اس :8نكته 

  بستن اسم در زبان انگليسي قواعد جمع

  شوند.جمع بسته مي ،به آخر اسم مفرد، اسامي sـ با اضافه كردن 1

 14مثال:    
 a book.1يك كتاب  books هاكتاب

 a bag .2 يك كيف bags هاكيف

 a martyr .3 يك شهيد martyrs شهدا

  گيرد.  مي esختم شود در جمع  (x-ch-s-z-sh)ـ هرگاه اسم مفرد به 2

 15مثال:     
 batch.1 بسته batches هابسته

 box .2 جعبه boxes هاجعبه

 bus .3 اتوبوس buses هااتوبوس
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  گردد. ختم مي vesختم شود در جمع به  "fe"يا  "f"ـ اگر اسمي به 3

 هابرگ   :16مثال leaves 1 برگ. leaf 
 thief .2 دزد thieves دزدان 

 knife .3 چاقو knives  چاقوها  

  گيرند. مي sمستثني هستند و فقط  3اسامي زير از قاعده  :9نكته 
  

 gulf .1  خليج handkerchief.2  دستمال fife .3  فلوت

 safe .4  ق آهنيصندو oaf .5  بچه ناقص chief .6  رييس

 strife .7  نزاع  grief .8  اندوه serf.9  بنده

12  مس. hoof 11  بامپشت. roof 10  اعتقاد. belief 

 reef .13  صخره dwarf .14  كوتوله proof .15  مدرك

 cliff .16  پرتگاه cuff .17  سرآستين plaintiff .18  مدعي

 mischief .19  بختينگون relief .20  آسودگي   

  شود. مي "ies"در جمع تبديل به   "y" ،صدا بيايديك حرف بي "y"ختم شود و قبل از  "y"اگر اسمي به  ـ4

 شهرها   :17مثال cities 1 شهر. city 
 liability .2  بدهي liabilities هابدهي 

  country .3 كشورcountries  كشورها  

  شود. مي "oes"تبديل به   "o" ،صدا بيايدبي يك حرف "o"ختم شود و قبل از  "o"ـ اگر اسمي به 5

 هازمينيسيب   :18مثال potatoes 1 زمينيسيب. potato 
 hero .2  قهرمان heroes قهرمانان 

 tomato .3 فرنگيگوجهtomatoes  هافرنگيگوجه  

  شود. اضافه مي sبه آخر آنها فقط  جمع بستن مستثني هستند و براي 5اسامي زير از قاعده  :10نكته 
  

 dynamo .1 دينام  solo .2  نوازيتك fiasco .3  ناكامي

 two .4  دو silo .5  سيلو  photo .6  عكس
 ditto .7  ايضاً magneto .8  مغناطيس embryo .9  جنين

 piano .10  پيانو ego .11  خويشتن manifesto .12  هبياني

 soprano .13  صدايِ زير torso .14 بدنه مجسمه    

   شوند:قاعده هستند و با تغيير در حروف صدادارشان جمع بسته ميـ اسامي زير بي6

 هابحران :19مثال crises1 بحران. crisis 
 basis .2 مبنا bases مباني 
  dormouse .3  سنجابك dormice ها سنجابك  
 foot .4  پا feet  پاها  
 footman .5  پيشخدمت footmen  هاپيشخدمت  
 goose .6  غاز geese  غازها  
 louse .7  شپش lice  هاشپش  
 mouse .8  موش mice  هاموش  
 man .9  مرد men  مردان  
  tooth .10  دندان teeth  هادندان  
 woman .11 زن  women زنان   
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