
  
  

 مدرسان شريف   1  هاهندسه منيفلداي بر مقدمه

    
  

  فصل اول
  »فضاهاي اقليدسي«

 nفضـاي  اسـت. درك قـوي از   nترين بلكه هر منيفلد به طور موضعي همانندتنها سادهآيد، نهحساب ميصلي منيفلدها بهنمونه ا nفضاي اقليدسي
  يرا هدف تعميم حساب ديفرانسيل و انتگرال به يك منيفلد است.ز ؛تواند ضروري باشدمي

توانـد  سراسري استاندارد است. اين ويژگي هم ارزشمند است و هم مي اي از مختصاتويژگي مخصوص يك فضاي اقليدسي اين است كه داراي مجموعه

حسب مختصات استاندارد هستند و تمام محاسبات به سادگي قابل تعيين بر nآيد. ارزشمند از آن جهت كه تمام ساختارهاي روييك نقص به شمار 
تواند چندان آشكارساز باشد كه كـدام مفـاهيم ذاتـي و مسـتقل از مختصـات      از آن جهت كه تعريف برحسب يك مختصات نمينقص و  انجام استقابل 

بود. بـراي مثـال،    خواهندباشد، تنها مفاهيم مستقل از مختصات قابل درك ت استاندارد نميهستند. از آنجا كه يك منيفلد در حالت كلي داراي مختصا
گيـري  باشد. آنچه قابل انتگرالدست آوردن انتگرال يك تابع ممكن نيست زيرا انتگرال وابسته به مختصات ميبعدي بهnواضح است روي يك منيفلد

به شـيوه مسـتقل از مختصـات اسـت كـه       nانسيل هستند. هدف ما در اين فصل نگاه دوباره به حساب ديفرانسيل و انتگرال رويهاي ديفرفرم ،است
بلكه هماننـد   ،دادها مفيد واقع شود. در راستاي اين هدف، به بردار مماس نه مانند يك پيكان و نه مانند يك ستون از اعتواند براي تعميم به منيفلدمي

  كنيم. يك مشتق از تابع نگاه مي

  توابع هموار روي يك فضاي اقليدسي   
   

  اسـت كـه نگـاهي دوبـاره بـه توابـع همـوار        دليـل حساب ديفرانسيل توابع هموار ابزار اوليـه مـا در مطالعـه منيفلـدهاي بـا ابعـاد بـالاتر اسـت. بـه همـين           

  خواهيم داشت. nروي
nx ,..., x1 را به عنوان مختصات رويn  در نظر گرفته و فرض كنيدnp (p ,...,p ) باشد. جهت حفظ تبـادل بـا    nدر Uاي از مجموعه باز نقطه 1

  هـا در انتهـاي   هـا و زيرنـويس  د و نـه زيرنـويس. تشـريح قـوانين مربـوط بـه برنـويس       هاي مختصات بـه صـورت برنـويس هسـتن    هندسه ديفرانسيل، انديس
 فصل دوم آمده است. 

 فـرض كنيـد    .1تعريفk        مقـدار ـ    يـك عـدد صـحيح نـامنفي باشـد. تـابع حقيقـيf : U  در نقطـه p راkC  نامنـد هرگـاه مشـتقات    مـي

جزئي
j

j

ii
f

x ... x



 1
jبراي تمام  k  وجود داشته و همچنين درp پيوسته باشند. تابعf : U در نقطهp U،C بـراي  شود اگر ناميده مي

kهــر     ايــن تــابعkC      باشــد؛ بــه عبــارت ديگــر، مشــتقات جزئــي
j

j

ii
f

x ... x



 1
  موجــود و پيوســته باشــند. تــابع     pهــا در از تمــامي مرتبــه  

mfـ مقداربرداري : U ي در نقطهp راkC توابع هرگاه نامندميmf ,..., f1  در نقطهp همگيkC    باشند. گـوييم تـابعf  رويU ،kC   اسـت

از عبـارت   Cتـوانيم بـه جـاي   نيز برقـرار اسـت. مـي    Uروي مجموعه باز  Cباشد. تعريف مشابه براي يك تابع U ،kCاگر براي هر نقطه دلخواه در 
  نيز استفاده كنيم. »هموار«
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 براي تابع   :1مثالf :  با ضابطهf (x) x
1
  داريم:3

x xf (x)

x


   
 

2
31

3 

½kzºœÄo•U
  

gباشد. اينك تابع پذير نميولي در اين نقطه مشتقپيوسته است ر نقطهدهد اين تابع دكه نشان مي :  گيريم:با ضابطه زير را در نظر مي  

x xg(x) f (t)dt t dt x .   

1 4
3 33

4   

gواضح است  (x) x 
1
xنقطه  در g(x)و در نتيجه  3   ،C1اما است ،C2 باشد.نمي  

  

  ها، سينوس، كسينوس و توابع نمايي روي خط حقيقي همگي هموار هستند.ايچندجمله :1نكته 

gاضح است كه اگر و :2نكته  :   تابعx
g(x) t dt x 

1 4
3 33

4
xباشد و متناظر با آن تابع 

h(x) g(t)dt   ،را تعريف كنيم

  نيست.  C3اما ،است C2اين تابع در نقطه صفر

 از توابع پيوسته مانند چه بسيارياگر  :1تذكر |x|، x3وx sin( )
x
انگيز اسـت كـه   پذيري هستند، اما كاملاً شگفتدر تعداد نقاط كمي فاقد مشتق 1

  پذير است.جا مشتقولي هيچ ،توان تابعي يافت كه در همه جا پيوستهمي

 تابع پيوسته :2مثالf :   پذير نيست.اي مشتقوجود دارد كه در هيچ نقطه  

:شكلايدهنده اعداد صحيح هستند. كار را با تابع دندانهنشان nو  m ،kشتراس است. حروف ساختار اين تابع مربوط به واير    كنيم: شروع مي  
x n n x n ,

(x)
n x n x n .

   
        

2 2 2 1
2 2 2 1 2 2  

tاست؛ اگر 2يك تابع متناوب با دوره تناوب  تابع x m  (t)گاهآن، 2 (x)   اي شكل متـراكم . تابع دندانهk k
k (x) ( ) ( x)  

3 44   داراي

kدوره تناوب k
 

2
4

ktاگر ؛است  x m   ،اهگآنk k(t) (x)   كنيد.را مشاهده  1. شكل  

1σ (x)               oσ (x)   
 

2σ (x)  
  1شكل 

  
kدر شرط kfها باشد ويك سري همگرا از ثابت kMكند اگربنابر آزمون وايرشتراس كه بيان مي k|| f || M  گاهآنكند، صدقkf  داراي

kشكل است؛ سريهمگرايي مطلق و همگرايي يك (x) شكل به حد همگراي يكf و  بودهk
k

f (x) (x)





   كنيم . ادعا ميباشدميپيوستهf 

nبگيريد و قرار دهيددر نظر ثابت  را xناپذير است. نقطه دلخواه جا مشتقهمه
n  

1 n . نشان خواهيم داد كه نسبت 42

n

f (x ) f (x)f
x

  


 
 

nبراي  به هيچ مقداري همگرا نيست، بنابراينf (x)  :وجود ندارد. داريم  

  k n k

nk

(x ) (x)f .
x





    


 

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kسه نوع جمله در سري بالا وجود دارد، n ،k n وk nاگر .k n، تساوي گاهآنk n k(x ) (x)      برقرار است وn   يك ضـريب
  است: kصحيح از دوره

  k (n ) k (n )
n kn k .

.
        1 11 24 4

2 4 4
  

fبنابراين نمايش سري نامتناهي جمله
x




nبه  1 يابد:جمله تقليل مي  

  
n

n n n k k k

n kk

(x ) (x) (x ) (x)f .
x





       
 

  
1


  

n[xروي nتابع , x]  و يا n[x,x ]  هاي با طولجا كه روي بازهاز آن .يكنوا استn4    يكنوا اسـت و بـازه پيوسـتهn n[x ,x ]     داراي
  است. بنابراين، داريم:  n3برابر nشيب ،باشدمي n4طول

nn n n

n

(x ) (x)| | .    



nn    يا  3 n n

n

(x ) (x)| |    



3  

kجملات با n  شوند: تخمين زده مي زيربه صورت  

  kk k k

k

(x ) (x)| | .    



3  

  :بنابراين

  
n

n n nf| | ( ... ) ( ),
x

 
       

 
1 3 1 13 3 1 3 3 13 1 2  

nكه اگر  كند ونهايت ميل ميميل كند اين مقدار به سمت بيf (x) باشد. موجود نمي  
برابـر بـا    pاست اگـر در يـك همسـايگي از     ـ تحليلي حقيقي p در نقطه f. تابع استيك مجموعه باز شامل آن نقطه  nدر pاز نقطه  همسايگي يك

  سري تيلورش باشد: 

i i i i j j
i i j

i i, j

f ff (x) f (p) (p)(x p ) (p)(x p )(x p )
!x x x

 
     

  
 

21
2  

k k
k

k

k
i i i i

i i
i ,...,i

f... (p)(x p )...(x p ) ... .
k! x ... x


    

 
 1 1

1
1

1  

جملـه  بـه  جملـه   آن در ناحيه همگرايـي  توانكه از يك سري تواني همگرا مي تحليلي الزاماً هموار است زيرا در آناليز حقيقي ياد گرفتيميك تابع حقيقي ـ  
  . براي مثال اگر داشته باشيم: مشتق گرفت

f (x) sin x x x x ...,
! !

    3 51 1
3 5  

  دهد:جمله مي بهگيري جمله مشتق گاهآن

  f (x) cos x x x ... .
! !

     2 41 11 2 4  

  .  نيستتحليلي ـ  حقيقي الزاماً Cدهد كه يك تابعمثال زير نشان مي

 تابع: 3:مثالf (x)  تعريف كنيد: زيررا به صورت  

  xe x ,f (x)
x .


  
 

1


 
  

همـوار اسـت و   رويfتـوان نشـان دادنمايش هندسي اين تابع است. بنابر اسـتقرا مـي2شكل
kfهايمشتق ( ) براي تمامk     أ صـفر  برابر صفر است. سري تيلور اين تابع در همسـايگي مبـد
kfهايزيرا تمام مشتق ؛است ( ) بنابراين،  ؛باشدبرابر صفر ميf(x) تواند برابر سري تيلور خـود  نمي

  نيست.  ـ تحليلي در  حقيقي f(x)باشد و متعاقباً 
x

y

  
  2شكل
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 قضيه تيلور با باقيمانده   
  

برابر با سري تيلور خود باشد، قضـيه تيلـور بـا باقيمانـده بـراي توابـع        Cچه نياز نيست يك تابعاگر
  باشد. هموار وجود دارد كه اغلب براي اهداف ما كافي مي

، Sمتعلـق بـه    x براي هر است اگر Sدر  pحسب نقطه بر گونـ ستاره nاز Sمجموعهگوييم زير
  qحسـب  ، امـا بر اسـت  pحسـب  گـون بر ـسـتاره  3شـكل قرار گرفتـه باشـد.    Sدر  xبه  pخط از پاره

  گون نيست.  ـ ستاره
  

x 
q 

p 

  
  3شكل

npحسببر Uباشد كه  nاز Uيك تابع هموار روي زيرمجموعه باز  fفرض كنيد : (قضيه تيلور با باقيمانده).  1لم (p ,...,p ) گـون اسـت.   ـستاره 1

ngگاه توابعآن (x),...,g (x) C (U)1 كه طوريبه ،وجود دارند:  
n

i i
i i i

i

ff (x) f (p) (x p )g (x) , g (p) (p).
x


   




1
  

ــات: ــه  ناز آ اثب ــا ك ــب   Uج ــه برحس ــتاره pك ــر    ـس ــراي ه ــت، ب ــون اس ــاره U در xگ ــطپ  خ
p t(x p) , t   1 درون U 4گيرد (شكل قرار مي.(  

fبنابراين (p t(x p))  برايt  1  .قابل تعريف است  
  

 

p 

x 

  
  4شكل 

   عده زنجيري داريم:بنابر قا

  i i
i

d ff (p t(x p)) (x p ) (p t(x p)).
dt x


     


  

  ، داريم:بگيريم 1تا  از طرفين انتگرال از tحسب اگر بر

)1(  i i
i

ff (p t(x p)) (x p ) (p t(x p))dt.
x


     


 
11  

i  فرض كنيد: i
fg (x) (p t(x p))dt,
x


  



1


  

igگاهآن (x)) صورت مقابل نوشت:توان بهرا مي) 1هموار است و تساوي  i i
if (x) f (p) (x p )g (x).    

i  :علاوهبه i i
f fg (p) (p)dt (p)
x x
 

 
 


1


  

    گردد.و اثبات كامل مي
nدر حالت 1 وp كند:، اين لم بيان مي  f (x) f ( ) xg (x)  1  

gكه (x)1 يك تابعC دهد:طور مكرر نتيجه مياين لم بهكار بردن است. به  i i ig (x) g ( ) xg (x),   1  
igو igكه 1بنابراين داريم:توابعي هموار هستند ،  

  
f (x) f ( ) x(g ( ) xg (x))

f ( ) xg ( ) x (g ( ) xg (x))

  

   

1 2
2

1 2 3

 

  
  

)2  (  
i i

i if ( ) g ( )x g ( )x ... g ( )x g (x)x .



    
     2 1

1 2 1
  

k  آيد:دست ميهب گيري مكرر و محاسبه آن در نقطهبا مشتق
kg ( ) f ( ), k , ,...,i

k!
 

1 1 2   

  باشد. يكسان مي در نقطه f(x)است كه جملاتش تا آخرين جمله با سري تيلور  f(x)اي ) بسط چندجمله2بنابراين تابع (
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 ؛ زيرا هر گوي بازگون بودن به معني محدود كردن شرط نيستـ   ستاره: 1توجهnB(p; ) {x || x p || }      حسب برp گـون اسـت.   ـستاره

يك گاهآنباشد،  pحاوي  Uشده روي مجموعه باز تعريف Cيك تابع fاگر   طوري كه:، بهوجود دارد  p B(p, ) U.    
,xرا با 3نوشته و همچنين مختصات استاندارد روي x,yرا با  2روي استانداردمختصات  ،طور معمولبه نمادگذاري: y,z نويسيم. مي  

 فرض كنيد  :4مثالg  يك تابع ديفرانسيل پذير روي مجموعه بازnU   بوده و همچنين فرض كنيدU برحسبa  گون باشد. اگر روي ستاره ـ

U داشته باشيم
i

g
| | k

x





  :شوارتز داريمو بكار بردن نامساوي كشي ـ  1ر لم گاه بنابآن ،

n i i i i
i i

i

g g
| g(x) g(a) | | ( )(x a ) | [ ( ) ] [ (x a )]

x xi i

 
      

 

1 1
2 2 2

1
  

|و از نامساوي بالا رابطه  g(x) g(a) | k n || x a ||   .برقرار است  

  

nUفرض كنيد   وnV   دو زيرمجموعه باز باشند. نگاشت هموارF: U V ن و داراي وارو شود اگر دوسوييناميده مي ديفئومورفيسم

Fهموار : V U 1 هايباشد. به عنوان مثال از رياضيات مقدماتي به ياد داريم، تابعf :] , [ 
 2 2  با ضابطهf (x) tan x  و همچنين

h :]a,b[ ] , [ 11  ــابطه ــا ض h(t)ب ( )(t a) ( )
b a
 

  
 ــي  2 ــم م ــند.ديفئومورفيس ــا باش ــك ب ــي   ي ــاده م ــي س ــان داد بررس ــوان نش  ت

fكه h :]a,b[  توان مشاهده كرد:هاي ارائه شده مينيز يك ديفئومورفيسم است. به علاوه، به عنوان تعميمي از تابع  
n n

n nf :] , [ , f (x ,..., x ) (tan x ,..., tan x ) 
  1 12 2  

  نيز يك ديفئومورفيسم است.
باشـد. فـرض   نيـز مـي   nحه ديفئومـورف كنـيم كـه بـا ايـده مفـاهيم پيشـين قابـل تعمـيم بـه           خواهيم يك گوي باز در صفحه را به خود صـف اينك مي

Oكنيد ( , )    نشان دهنده مبدأ وB( , )1 2ديسك واحد باز در بـين ديفئومورفيسم  باشد. براي يافتن يكB( , )1 2و 2، ابتـدا    را بـا صـفحه
xy  3در  3را در  نيم كره باز پايينيسپس و يكي در نظر گرفته 5كل كنيم (شمعرفي مي.(  

S: x y (z ) , z ,    2 2 21 1 1  
 

(u,v,0) ( )
O B(0,1)

(a,b,c)

S 

O

(0,0,1)
S 

(a,b,c)

2 3 R R  
(a,b, )

  
  5شكل 

  
  ابتدا دقت شود نگاشت زير دوسويي است:

(a,b) (a,b, a b ).   2 21 1    f : B( , ) S , 1  

gتصوير ستريوگرافيك  :S 2  از( , , )1   نقطه نگاشتي است كه(a,b,c) S   را به اشتراك خط گذرنـده از( , , )1   و(a,b,c)    بـا صـفحه
xy زير است: دهد كه ضابطه اين نگاشت به فرمانتقال مي  

a b(a,b,c) (u,v) ( , ) , c a b ,
c c

     
 

2 21 11 1  

  باشد:و داراي وارون زير نيز مي
u v(u,v) ( , , ).

u v u v u v
 

     2 2 2 2 2 2
11

1 1 1
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  دهد:را مي hنگاشت دوسويي  gو  fتركيب دو نگاشت  ،حال
a bh g f : B( , ) , h(a,b) ( , ).

a b a b
  

   

2
2 2 2 2

1
1 1

    

  كند.برقرار مي 2يك ديفئومورفيسم بين ديسك واحد باز با صفحه hبنابراين 
  هابه عنوان مشتق nبردارهاي مماس در 

 
 را به صـورت جبـري بـا سـتون اعـداد      3درون pاي مقدماتي به طور معمول يك بردار در نقطه هدر حساب

v

v v

v

 
 
 
 
 
 

1

2

3
 در نظـر  pشـونده از  هندسـي، متنـاظر بـا يـك پيكـان شـروع       دهـيم و يـا بـا نگـاه    نمايش مـي  

  ).6شود (شكل گرفته مي

  

v 

p   
  6شكل 

صفحه قاطع به يك رويه در: 1يادآوري3 ي مشخص شـده بـا سـه نقطـه از رويـه اسـت.       يك صفحه
رويه در شوند، حد صفحات متقاطع را صفحه مماس بر از رويه نزديك مي pهنگامي كه اين سه نقطه به نقطه 

است كـه رويـه را    3اي در، صفحهpنامند. به طور شهودي، صفحه مماس بر يك رويه در نقطهمي pنقطه 
اسـت اگـر در صـفحه     3مماس بـر يـك رويـه در     pكند. يك بردار در نقطه مي» لمس«فقط  pدر نقطه 

  ).7قرار گرفته باشد (شكل  pمماس آن در نقطه 

  

 
p V 

 
  7شكل 

در يك فضاي اقليدسي نشانده شده باشد. بنابراين، اين تعريف براي يك بر اين پيش فرض است كه رويه چنين تعريفي از بردار مماس بر يك رويه مبتني
  نشيند.نمي nاي كه به روش طبيعي دريعني رويه ؛تواند چندان كارساز باشدي تصوير (افكنشي) نميصفحه
 صفحه افكنشي همان :2توجهP   شتر از آن صحبت خواهد شد.است كه در ادامه بي 2

  است كه قابل تعميم به منيفلدها خواهند بود. nهايي از بردارهاي مماس درهدف ما در اين بخش يافتن ويژگي

 مشتق سويي  
  

nدر حساب ديفرانسيل و انتگرال تصور ما از فضاي
p ( )   در نقطهp درونn شونده از هاي شروعفضاي برداري تمام پيكانp    است. با تنـاظري كـه

هـا از بردارهـا، يـك نقطـه     يكي شود. براي تمييز دادن نقطـه تواند با فضاي ستوني اعداد مي nها و بردارهاي ستوني وجود دارد، فضاي برداريبين پيكان
npرا به صورت nدر (p ,...,p ) nو يك بردار در فضاي مماس 1

p ( )  دهيم:را به شكل زير نمايش مي  

.nv ,..., v 1   يا
n

v
v

v



 
 

  
 
  

1

  

nيا nپايه استاندارد براي ،به طور معمول
p ( )  را باne ,...,e1 دهـيم همچنين قـرار مـي   ،دهيمنمايش ميi

iv v e بـرايi nv   عناصـر .

nفضاي 
p ( )   بردارهاي مماس (يا بردارهاي) درp گاهي از نوشتن پرانتز خودداري كرده و از شوند.ناميده ميn

p     به عنوان يك شـكل نوشـتاري

nديگر براي
p ( )  كنيم.  استفاده مي  

npشده از نقطهخط شروع (p ,...,p ) nvدر راستاي 1 v ,..., v 1 درn سازي زير است:داراي پارامتري  
n nc(t) (p tv ,...,p tv ).  1 1  

icامiُيمؤلفه (t) مقدارi ip tv  است. اگر تابعf  در يك همسايگي ازp درونn،C  باشد و همچنينv   يك بـردار ممـاس درp   ،مشـتق باشـد 
  شود:به صورت زير تعريف مي vدر راستاي pدر نقطه  f سويي

v t
t

f (c(t)) f (p) dD f lim | f (c(t)).
t dt 







   
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  ي زنجيري داريم:با به كار بردن قاعده

)3  (  
in n

i
v i i

i i

dc f fD f ( ) (p) v (p).
dt x x


 

 
 

 
 

1 1
  

vDدر نمادگذاري f  واضح است كه مشتقات جزئي در نقطـه ،p   شـود، از آنجـا كـه    ارزيـابي مـيv    يـك بـردار درp  پـس  ؛اسـتvD f     يـك عـدد اسـت  
  علاوه،به و نه يك تابع.

i
v piD v |

x





  

vDرا به عدد fنگاشتي است كه تابع  f سازي اغلب از نوشتنهد. براي سادهدانتقال ميpكنيم. وابستگي مشتق سوييخودداري ميvD  به بردار مماسv 
آورد كه بردارهاي مماس را همانند يك عملگر معيني روي توابع ببينيم. بـراي دقيـق شـدن در ايـن همانندسـازي، دو      اين انگيزه را در ذهن ما به وجود مي

  د.نپردازوابع ميبه عنوان يك عملگر روي ت vDبخش آتي به مطالعه بيشتر مشتق سويي

هاي توابع   جرم  
  

Sاز Rمجموعه يك زير S روي مجموعه رابطهيك  S´  است. برايy  وx شده در دادهS نويسيمميx y  ،اگر و تنها اگر(x, y) RÎ رابطه .R  يك
,xر براي تماماگ ،است ارزيرابطه هم y, z SÎ :داشته باشيم  

)i(  (بازتابي)x x ،  
)ii(  (تقارني) اگرx y گاه ، آنy x ،  
)iii(  (تعدي) اگرx y  وy z ،گاه آنx z.  

ي شود كه به معرفي يك رابطـه ، اين انگيزه ايجاد مينيز هستندسويي يكساني  ، داراي مشتقباشندبرابر  pاز آنجا كه اگر دو تابع كه روي يك همسايگي از

fوpيك همسايگي از Uكه  )f,U(هاي ي تمام زوجبپردازيم. مجموعه pدر يك همسايگي از شدهتعريف ¥Cارزي روي توابعهم : U ¾¾   يـك

Wزاست اگر مجموعه با )g,V(ارز هم )f,U(است را در نظر بگيريد، گوييم  ¥Cتابع U VÌ شاملp   وجود داشته باشد به طوري كه با تحديـد بـه
W داشته باشيمf g=ارزي ارزي است زيرا بازتابي، تقارني و تعدي است. كلاس هـم . به وضوح اين يك رابطه هم)f,U(  جـرم f درp   شـود.  ناميـده مـي

nرا باpدر nروي ¥Cهاي توابعمجموعه تمام جرم
pC ( )¥ به وجود نيايد با ييا در صورتي كه ابهامpC¥ دهيم.نشان مي  

fتوابع :3نكته  (x)
x



1

}با دامنه 1 } 1 وg(x) x x x ...    2  p) داراي جرم يكساني در هر نقطـه  -1و  1با دامنه بازه باز ( 31

  ) هستند. -1و  1درون بازه باز (
:به همراه يك نگاشت ضربي  Kروي  Aيك فضاي برداري  Kروي ميدان جبر يك  A A A       است (كه معمـولاً بـه صـورت(a,b) a.b  

a,b,cشود) چنانچه براي هرنوشته مي A وr K :داشته باشيم  
)i( شركت)  (پذيري     (a.b).c a.(b.c)،  
)ii( توزيع)    (پذيري    (a b).c a.c b.c        وa.(b c) a.b a.c  ،  
)iii(             (همگني)r(a.b) (ra).b a.(rb) .  

ضرب حلقه در شـرط   علاوهنيز باشد و به Kوي يك فضاي برداري ر طوري كه به(يكدار يا بدون يكه) است  Aحلقه  Kبه طور معادل، يك جبر روي ميدان 
بـه جـاي    abو  شدهضرب حلقه و ضرب اسكالر است. معمولاً علامت ضرب ناديده گرفته  راين يك جبر داراي سه عملگر: جمع،صدق كند. بناب )iii(همگني 

a.b شود. نوشته مي  

Lنگاشت : V W  بين فضاهاي برداري روي ميدانK شود اگر براي هـر ناميده مي عملگر خطييا يك  نگاشت خطيك يr K وv V ،u 
  داشته باشيم:  

(i)L(u v) L(u) L(v)  ؛  
(ii)L(rv) rL(v) .  
 براي اهميت دادن به اينكه اسكالرها در ميدان  :3توجهK اند، چنين نگاشتي را هقرار گرفت–K نامند. نيز مي خطي  
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Lنگاشـــت خطـــي جبـــري همومورفيســـمباشـــند، يـــك  Kجبرهـــاي روي ميـــدان  ¢Aو Aاگـــر  : A A  بـــه طـــوري كـــه اســـت
L(ab)تساوي L(a)L(b) براي هرa,b AÎ .برقرار باشد   

  سازد.يك جبر مي روي ميدان pCجمع و ضرب توابع، از :4نكته 

  مشتقات در يك نقطه   
   

v  دهد: از فضاي برداري حقيقي را مييك نگاشت  p، مشتق سويي درnدرونpدر نقطهvبراي هر بردار مماس pD : C .   
  يعني داريم: ،كندز صدق ميتخطي است و در قاعده لايبني ـيك نگاشت vD)، 3با استفاده از (

)4                (        v v vD (fg) (D f )g(p) f (p)D g.   

piواضح است كه مشتقات جزئي |
x



  داراي اين خاصيت هستند. 

pDدر حالت كلي، هر نگاشت خطي : C  ) در نقطـه  گيـري مشتقيك  ،) صدق كند4كه در قاعده لايبنيتز معادلهp   گيـري  مشـتق يـا يـك

nرا باpهاي درگيريشود. مجموعه تمام مشتقناميده مي ¥pCاز  اينقطه
p ( )D دهيم.نمايش مي  

nمجموعه :5نكته 
p ( )D  .يك فضاي برداري حقيقي است  

  زير وجود دارد:هستند، بنابراين نگاشت pهاي درگيريهمگي مشتقpمشتقات سويي در ،دانيمهمانطوركه مي

)5(          i
v piv D v | ,

x


 


 n n
p p: ( ) ( )   D  

  يك نگاشت خطي فضاهاي برداري است.  خطي است، نگاشت vدر  vDآنجا كه از
D(c)داريم cگاه براي هر تابع ثابت باشد، آن pCايگيري نقطهمشتقيك  Dگر ا :2لم   .  

  استفاده كنيم. pگيري درهاي تعريف مشتقيك مشتق سويي است، براي اثبات نياز است تنها از خاصيت pگيري دردانيم آيا هر مشتقا كه نمياز آنجاثبات: 
D(c)داريم خطي بودنبا استفاده از cD( ) )Dست ثابت كنيما . بنابراين كافي1 ) 1  :با به كار بردن قاعده لايبنيتز داريم .  

D( ) D( . ) D( ). .D( ) D( ).   1 1 1 1 1 1 1 2 1  
)Dاز دو طرف خواهيم داشت D)1( منها كردنبا  ) 1 .  

   شود:مي نمادگذاري مفيدي است كه بسيار مورد استفاده واقع ،دلتاي كرونكر

  i
j

i j ,
i j .


   

1


  

 نگاشت خطي :1قضيهn n
p p: ( ) ( )   D در يك نقطه يكريختي فضاهاي برداري است.5شده در (تعريف (  

vDبراي اثبات يك به يك بودن، فرض كنيداثبات:   براي هر .n
pv ( )ÎT اثرvD روي تابع مختصjx دهد:مي  

.j i j i i j
v p jiD (x ) v | x v v

x


    


   

vبنابراين،   و .يك به يك است  
تـوان فـرض   مـي  Vباشد. در صورت نياز با كوچك گرفتن  pCيك جرم در نشانگر )f,V(و  بوده pگيري دريك مشتق Dبراي اثبات پوشايي، فرض كنيد 

igمانند Cتوابع كه كندگون است. قضيه تيلور با باقيمانده بيان ميـيك گوي باز و در نتيجه ستاره Vكرد  (x) سايگيدر همp:وجود دارند چنانچه  

i i
fg (p) (p) .
x


 


       i i
if (x) f (p) (x p )g (x),    

D(fروي دو طرف و اين نكته كه Dبا اعمال  (p))   وiD(p )   :و دقيق شدن روي قاعده لايبنيتز داريم  

i
i i i i

i g i
fDf (x) (Dx )g (p) (p p )D (x) (Dx ) (p).
x


   


    

vDكند كه تساوياين ثابت مي D برايnv Dx ,...,Dx 1 شود. برقرار است و اثبات كامل مي  
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ــن قضــيه نشــان مــي  ــه ممكــن اســت بردارهــاي ممــاس در  اي ــا مشــتق pدهــد ك ــريب ــرداري    pهــاي درگي يكــي شــوند. تحــت يكريختــي فضــاي ب
n n

p p( ) ( )   Dپايه استاندارد ،ne ,...,e1 برايn
p ( )  هاي جزئيمتناظر با مجموعه مشتقp pn| ,..., |

x x
 

 1 .است  

nاز اين به بعد، بردار مماس i
iv v ,..., v v e 1 نويسيم:به شكل زير مي را  

)6(  i
piv v | .

x





  

هاي برداري  ميدان  
  

nدر pXبردار مماس Uدر  pتابعي است كه به هر نقطه nاز Uي باز روي زيرمجموعه X ميدان بردارييك 
p ( )  دهـد. از آنجـا  را تخصيص مي 

nكه
p ( )  داراي پايهpi{ | }

x



iبه صورت تركيب خطـي  pXاست، بردار i

p piX a (p) | , p U, a (p)
x


  


     اسـت. بـا حـذف

pنويسيمميi
iX a

x





 كهia ها توابع رويU  هستند. گوييم ميدان برداريX  رويU،C است اگر توابع ضريبia   همگـي تـوابعيC  روي

U .باشند  

 روي :5مثال{ }2  فرض كنيدp (x,y)گاه، آنy x y x
X ,

x yx y x y x y x y

   
   

    2 2 2 2 2 2 2 2
ميدان برداري در 

Y(ب) است. ميدان برداري  8شكل  x y x, y
x y

 
    

 
  (الف) ترسيم شده است. 8نيز در شكل  

 

  
x(الف) ميدان برداري , y   2يرو  

  
 

  
2روي X(ب) ميدان برداري  { }   

8شكل 
  

  
  يكي گرفت: Uروي  Cرا با بردارهاي ستوني از توابع Uهاي برداري روي توان ميدانمي

i
i

n

a
X a .

x
a

 
 

  
  

  


1

  

Cعموماً با Uروي مجموعه باز  Cتوابعحلقه  (U) يا(U) هاي برداري و توابـع روي  شود. ضرب نقطه به نقطه ميداننشان داده ميU    بـه صـورت
p    شود:تعريف مي روهروب p(fX) f (p)X , p U   

iواضح است، اگر
iX a

x





 يك ميدان برداريC  باشد وf نيز يك تابعCگاه، آنi
ifX (fa )

x





 يك ميدان برداريC  رويU .است  

روي  مـدول اسـت، بلكـه يـك     تنها يك فضـاي بـرداري روي  ، نهX(U)با ه، نشان داده شدUروي  Cهاي برداريمجموعه ميدان  :6نكته 

Cحلقه (U) خت. باشد. در اينجا به بازگويي تعريف يك مدول خواهيم پردانيز مي  
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 اگر  :2تعريفR جايي يكدار باشد، يك يك حلقه جابهR- (چپ) يك گروه آبلي  مدولA  با نگاشت ضرب اسـكالر: R A A    كـه   ،اسـت
(r,a)معمولاً به صورت ra  شود، چنانچه براي تمامنوشته ميr,s R  وa,b A :شرايط زير برقرار باشد  

(i)       پذيري)        (شركت(rs)a r(sa)،  
(ii)      يك ضربي در  1(يكه) اگرR گاهباشد، آنa a1،  

(iii)   )پذيري) توزيعr(a b) a rb  2 ،(r s)a ra sa    

 فرض كنيد :3تعريفA وA دو R-  ريختي هممدول باشند. يكR- از  مدوليA بهA نگاشتf : A A  است كه جمع و ضرب اسكالر
a,bيعني براي هر ؛كندرا حفظ مي AÎ وr RÎ  :داشته باشيم  

(i) f (a b) f (a) f (b)  ،  
(ii)  f (ra) rf (a).  

ميدان هاي برداري به عنوان مشتق گيري ها  
  

  كنيم:را به صورت زير تعريف مي Uروي  Xfد، تابع جديد باش Uروي  Cيك تابع fو  nاز Uمجموعه باز يك ميدان برداري روي زير Xاگر 
p(Xf )(p) X f p U .     

iبا نوشتن
iX a

x





 :داريم  

  i
i

f(Xf )(p) a (p) (p)
x





            ياi
i

fXf a
x





  

  دهد:خطي را نتيجه مي -Rيك نگاشت  Xمانند  Cبنابراين هر ميدان برداري ،ستا Uروي  Cيك تابع Xfكه نشانگر آن است 

C (U) C (U) f Xf .    
در قاعـده   fg( X(گـاه  باشـند، آن  nاز Uمجموعه بـاز  روي يك زير Cتوابعي gو  f بوده و همچنين Cيك ميدان برداري Xاگر  :7نكته 

  كند:ز) صدق ميتضرب (قاعده لايبني
X(fg) (Xf )g fXg.   

Dخطي -Kنگاشت  A گيريمشتقباشد، يك  Kيك جبر روي ميدان  Aاگر  : A A :است چنانچه  
D(ab) (Da)b aD(b) , a , b A .     

كـه   شود. همـانطور نشان داده مي Der(A)دهد كه باتحت جمع و ضرب اسكالر بسته است و تشكيل يك فضاي برداري مي Aهاي گيريمجموعه تمام مشتق

Cگيري از جبريك مشتق Uروي مجموعه باز  Cيك ميدان برداري ،در بالا گفته شد (U)  بنابراين داريم: ،دهدمينتيجه را  

: (U) Der(C (U)) , X (f Xf ) .   X  

توانند بـا  مي Uروي مجموعه باز هاي برداري يكي شوند، ميدان ¥pCايهاي نقطهگيريمشتقتوانند با مي pتنها از آن جهت كه بردارهاي مماس در نقطه

Cهاي جبرگيريمشتق (U) يكي شوند؛ يعني، نگاشت  يكريختي فضاهاي برداري است. يك به يك بـودن   پوشـا بـودن آن    هـر چنـد   ،سـاده اسـت
  ز مسائلي براي چالش بيشتر در فصل دهم مشاهده شود).ا 13(مسئله  نيازمند كار بيشتري است

اسـت، در حـالي كـه     بـه  pCنگاشت ازpگيري دريكي نيست. يك مشتق pCگيري از جبربا مشتقpگيري دردقت شود يك مشتق :8نكته 

  .)13(فصل دهم مسائلي براي چالش بيشتر مسئله است  pCبه pCيك نگاشت از pCگيري از جبرمشتق


