
  
  

 كارشناسي ارشد يكه مدرسان شريف رتب  1  مقاومت مصالح

   
  فصل اول

  »تنش، كرنش، بارگذاري محوري«

  هامعرفي انواع تنش :)1( درسنامه 
 مقدمه   

  
در جسـم  كه ها قرار گيرد، نيروهاي داخلي تحت انواع بارگذاري )مقابلبق شكل (طگاه جسمي هر

  كنند.مي تنش در جسم توليد آيندميبه وجود 
برش زده شده و پيكـره سـمت چـپ     yzموازي صفحه Pهاگر جسم در نقط مقابلدر شكل 

 .روي داخلي وجود خواهد داشتخورده نيبه علت حفظ تعادل در سطح برش رسم شود،برش 
Fاسـت بـا   Pنقطهي هكه در برگيرند Aنيروهاي وارد بر المان سطحبرآيند  اگر


نشـان   

)Anعمود بـر سـطح  آن  مؤلفه دارد. يك مؤلفهسه اين نيرو  ،داده شود F )   در راسـتاي
Atمماس بر سطحديگر  مؤلفهدو و  n̂بردار نرمال t( F , F ) 1   .بودخواهد  2
)تنش قائم نام كميتي به Aبر مساحت سطح مقطع nFاز تقسيم ) و از تقسيمt tF , F 1 بـه  نـوع ديگـري از تـنش     Aبر مساحت سـطح مقطـع   2

يكه به آن تنش برش آيدمي دست  آورد. به دستتوان متوسط تنش را ميمقادير  ،آمده به دستمقادير  با استفاده از شود. لازم به ذكر است كهگفته مي  
  
  
  
  
  

  

تنش قائم ( تنش نرمال)    
  

عمودي تنش  ،بر واحد سطح عمود ييا نيرو سطحي عمودي يشدت نيروبه : عمودي تعريف تنش
  :آيدمي به دستزير ي هاز رابط كهگويند مي

F
A

   

A كز سطح اما اگر نيرو به مرمحوري  ،در صورتي كه نيرو به مركز سطح مقطع جسم وارد شود نيرولازم به ذكر است . مساحت سطح مقطع اوليه جسم است
تنش عمـودي متوسـط    بالارابطه  همچنين. كنيمهاي بعدي بحث ميفصلدر  ،كه براي محاسبه تنش ناشي از آنباشد ميغير محوري  ،مقطع وارد نشود نيرو

ولـي بـراي    .دارد) ريكنواخـت غياعمال بار توزيعي ي ه(چرا كه تنش در مقاطع نزديك به نقط دهدرا نشان مياعمال بار متمركز ي ناحيههاي دور از فاصلهدر 

  كند محاسبه نمود:متوسط را وقتي سطح مقطع به سمت صفر ميل مي توان حد تنشمي ،در يك نقطه واقعي تنشي همحاسب
A

F dFLim
A dA 


  


  

وتن بـر  ي ـن در سيسـتم متريـك   دهنـد. واحـد تـنش   فشـاري را بـا علامـت منفـي نشـان مـي       هايتنشكششي را با علامت مثبت و  هايتنش ،طبق قرارداد

)Nمترمربع )
m2 پاسكال يا Pa و در سيستم اينچيU.S، پوند بر اينچ مربعlb( )

in2  ياPsi باشد.مي   
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تنش، كرنش، بارگذاري محوريفصل اول:    2  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

F در رابطهF
A

  مـورد  مقطـع   مقطع كافي است كـه  اخلي در هربراي يافتن نيروي د باشد.مينظر  وردمآن  دركه تنش  است نيروي داخلي در مقطعي

   :عنوان مثاله ببه دست آورد.  را خوردهدر مقطع برش هنيروي وارد نيروها، و از رابطه تعادل زده را برش نظر
Aنيروي داخلي در برش A:  

  
  
  
  
  
  
  
  
  

از رابطه انتگرالي براي كنيم  اي بار گسترده محوري واردميله هاگر ب :1نكته
  شود:محاسبه نيروي داخلي در هر سطح مقطع دلخواه از آن استفاده مي

L

xA
x AF R P(x)dx     

  
  

در واقـع   P(x)dxانتگـرال  حاصـل  ،باشد روبروبه صورت  x بر حسب P(x)گر نمودار تغييرات ا
    باشد.مورد نظر بوده كه برابر نيروي داخلي در سطح مقطع داخلي ميدر بازه  زير منحنيسطح 

  
  

  

  
 :و نبايد به اشتباه آن را كميت اسكالر يا برداري فرض نمود. بوده مرتبه دو از لازم به ذكر است كه تنش كميتي تانسوري و  يادآوري  

 ت وزن خود آويزان است. تنش نرمال دريك ستون تح :1مثالhx    وزن مخصوص جنس ستون است.   ؟چقدر است 2

1(h    2(h  
3
2  

3(h
  2  4(    

  :ميلـه بايـد وزن بخـش پـاييني ميلـه را       هر مقطع دلخـواه از  در يداخل نيروي  »3«گزينه  پاسخ

x       ، بنابراين:تحمل كند xF W mg
A A A

     
Vشده از ميله برابراما حجم بخش جدا Axباشد، بنابراين:مي  

Vg Axg xg x
A A
 

        

امـا مقـدار    نسـبت خطـي دارد   xبا فاصله ،اي كه تحت وزن خود آويزان استاستوانههر مقطع از قائم در  تنشطبق رابطه فوق، 

hxتنش در  h                           برابر است با:2 hx     2 2  
 

 آن مساويگاه ايجاد شده كه مقدار كزيمم در ميله فوق در تكيهتنش ما :1تذكرmax
ql
A

  اي در توان مشابه ميلهباشد. اين نوع بارگذاري را ميمي

باشـد، آنگـاه    اوياي بوده و وزن مخصوصـش مس ـ نظر گرفت كه از سقف آويزان بوده و تحت اثر وزنش قرار گرفته است. در چنين حالتي اگر ميله استوانه
xمساوي xتغييرات تنش آن بر حسب متغير   گاه ايجاد شده و برابربوده و حداكثر تنش آن در تكيهخطي  وmax l   باشد.مي  

Bنيروي داخلي در برش B:  

Wx 

Fx 

x  

A

A

AR  1 x 1 A A 1P F P R R P      

B

 x 1 2 B B 1 2F P P R R P P        

B

BR 1P

2P

Cنيروي داخلي در برش C:  

C

 x 1 2 3 C C 1 2 3F P P P R R P P P          CR 1P

C

2P
3P

L

x
P(x) A

ابتدا نيروي داخلي در مقطع 
A شودمحاسبه مي 

NP(x)( )
m

AR

Ax

C
3P

ABC

2P
1P

B A

h  
x  

Ax
x

P(x)

L

L

Ax
P(x)dx



  
  

 كارشناسي ارشد يكه مدرسان شريف رتب  3  مقاومت مصالح

 ر مورد تنش صحيح است؟ ارات زير دكدام يك از عب :2مثال  
  باشد.) تنش به ابعاد هندسي قطعه وابسته و مستقل از جنس و فرآيند ساخت مي1
  ) تنش به ابعاد هندسي، جنس و مقاومت قطعه و نيروهاي اعمالي وابسته است.2
  باشد.) تنش از خواص ذاتي ماده است كه به چگونگي توزيع نيروهاي داخلي وابسته مي3
  د هندسي قطعه، جنس آن و نيروهاي خارجي اعمال به قطعه وابسته است.) تنش به ابعا4

  :باشد و با توجه به رابطهتنش مستقل از جنس و فرآيند ساخت مي  »1«گزينه  پاسخF
A

  است. تنها به ابعاد هندسي و بارگذاري خارجي وابسته  
  

 براي خرپاي نشان داده شده اگر مساحت مقطع عضو :3مثالBD،  1 مربع باشد، مترميلي   
  است؟ MPaتنش عمودي در اين عضو چند

  
1 (5    
2 (1    
3 (15    
4 (2    
  
  

  
 

  :براي تعيين تنش در عضو  »3«گزينه  پاسخBD   بـه دسـت  را  در عضو مورد نظـر نيرو كافيست 
    كنيم:برش براي محاسبه آن استفاده مي . از روشآوريم

. بـرش مـورد   كنـيم ميرسم  زنيم و دياگرام آزاد بخش فوقاني برش راميمطابق شكل خرپا، برشي افقي 
  كند.را قطع مي CEو  BD  ،BEنظر عضوهاي 

E BD BDM F F KN          4 1 2 1 4 15        
BD

BD
BD

F N MPa
A mm

   2
15 15
1
    
  

  

Fاگر در رابطه تنش توجه كنيد
A

  ،F نيوتن و  بر حسبA بر حسبmm2  د، واحد تنش شونجايگزينMPa هد شد. خوا  
 

 يكنواخت بار گستردهدر انتهاي فوقاني خود از سقف آويزان بوده و در طول خود تحت  طبق شكل زيراي ميله :4مثالq  قرار گرفته است. تغييرات
  هاي زير است؟از انتهاي آن مساوي كدام يك از گزينه xتنش در ميله، در يك مقطع دلخواه از تير به فاصله

1 (w x
A2  2 (q x

A
  

3 (q x
A

2  4 (q x
A

2
2  

 :براي تعيين تنش قائم در ميله، آن را به فاصـله »  2«گزينه  پاسخx    سـپس   زنـيم مـي از انتهـايش بـرش
له از نوع گسـترده طـولي اسـت،    كنيم. با توجه به اينكه بار وارد شده بر ميدياگرام آزاد بخش جداشده را رسم مي

  باشد.بار گسترده در فاصله طولي اعمال بار گسترده مي ضربحاصللذا نيروي داخلي برابر 
x

yF F qdx F qdx q dx qx             

F                    از طرفي تنش قائم مساوي است با: q x
A A

    

  

F

q x

L x

A
Nq( )
m

2 

2 

2 

A

B C

D  E 

F G

4 

100kN

100kN

100kN

100kN

CEF BEF  BDF  

E

100kN



  
  

تنش، كرنش، بارگذاري محوريفصل اول:    4  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 

B

P

A C

1
1 1

1

 اي به جرم ميله :5مثالm  طول ،L  مساحت مقطع يكنواخت ،A ايبا سرعت زاويه  حول محورB –B  گردد. تنش در فاصله ميx دوران  از محور
  )86هاي كشاورزي ـ سراسري(مهندسي مكانيك ماشين  ).در نظر بگيريد  Eكدام است؟ (مدول يانگ را 

1(m (L x )
A.L



2 2 2

2                            2(m (L x )
A.L



2 2 2  

3((L x )
A.L



2 2 2

2                            4((L x )
A.L



2 2 2  

  

  :شود. مقدار اين نيرو براي يك المان به فاصله بر هر المان از ميله يك نيروي جانب مركز مطابق شكل وارد مي  »1«گزينه پاسخx از محور دوران برابر است با:                            
dF                             باشد)مي R2(شتاب جانب مركز برابر adm dF dmx     2       

x ي المان تا محور دوران است.ي بالا همان شعاع دوران بوده كه برابر فاصلهدر رابطه  
      آيد. مي به دستگاه از تكيه xاز اين نيرو، نيروي داخلي در هر مقطع دلخواه به فاصله  يريگانتگرالبا 

                         
x L

L x
AF dm x Ad x.x (L x ) 

        
22 2 2 2
2  

F V m(L x ) (L x ) (L x )
A V AL

   
         

2 2 22 2 2 2 2 2
2 2 2  

  

 اي به شعاع متوسط تنش در مقطع حلقه :6مثالr  كه با سرعت محيطيv باشد كدام است؟ (وزن مخصـوص جـنس حلقـه را   در حال دوران مي و
  )86هاي كشاورزي ـ سراسري(مهندسي مكانيك ماشين  ).نظر بگيريد در gشتاب جاذبه را 

1(v
g

 2

2                                     2(v
g
  

3(v
g
 2

                                     4(v
g

2  

 شود. تعادل الماني از حلقه در جهت شعاعي مورد بررسي قرار داده مي  »3«گزينه اسخ: پdF نيروي جانب مركز بوده و باشد.تنش محيطي ايجادشده در حلقه مي  

r m n r
v d vF d a F dm Asin dm ( )
r r


       

2 2
2 12  

  را به كار برد: زيرتوان تقريب يخيلي كوچك است بنابراين ماما زاويه

            d ddm dV Ard , sin  
     2 2  

d  در نتيجه: v v( ) A Ard V
r g

 
           

2 221 22  
  

 يها در نقطهاند. به آنگاه مطابق شكل مفصل شدهدو ميله فولادي همانند يكديگر، به تكيه :7مثالB نيرويKN283 شود. سطح مقطع وارد مي
MPa2هاتنش مجاز در ميله(متر مربع است؟ چند ميلي ABيميله  92ـ سراسري  معدن(مهندسي   )باشد.مي(  

1 (125   
2 (12   
3 (9   
4 (1    
 :در ابتدا با رسم دياگرام آزاد مفصل   »4«گزينه  پاسخB هاي نيروي داخلي ميلهAB  وBC هـا  شوند. سپس با توجه به تنش مجاز در ميلهتعيين مي
  زير محاسبه نمود:ها را به صورت توان حداقل مساحت مورد نياز براي ميلهمي

y BC ABF F Sin F Sin     45 45 283   

AB BC AB AB: F F F Sin F kN    
2832 45 283 2

2
   به دليل تقارن  

AB AB
AB AB

AB AB

F F NA mm
A MPa


      



3 3 22 1 1 12
      
 

  
  

L 

x B 

B 

r 

 كنيم صورت و مخرج را در حجم ميله ضرب مي

x dx 

dF 

d
2


  

d
2


d
2
d

2


2V
r

dF=dm 



  
  

 كارشناسي ارشد يكه مدرسان شريف رتب  5  مقاومت مصالح

x 2a x

w0w

F

2a x

w

 ميخي در داخل ديوار كوبيده شده و با نيروي :8مثالP شود. نمودار تغييرات تنش در طول ميخ كدام است؟به بيرون كشيده مي   
  )94(مهندسي مكانيك ـ سراسري 

  
 

  

 

  
)1(  )2(  

    
)3(  )4(  

 :اي كـه مـيخ در درون ديـوار قـرار دارد، نيـروي      اي كه ميخ در بيرون ديوار بوده، تنش كششي ثابـت اسـت. امـا در فاصـله    در فاصله »1«گزينه  پاسخ
شويم، تنش كششي تر ميباشد. بنابراين هر چه به انتهاي ميخ نزديكشود، اما نيروي اصطكاك متناسب با سطح ميبا نيروي اصطكاك خنثي مي Pكششي

  يابد. درون ميخ به صورت خطي كاهش مي

 ح مقطعي نشان داده شده در شكل زير، با سطميله :9مثالA   صـورت خطـي از  تحت بارگذاري گسترده كـه بـهW  درx   تـاW W 
xدر a صورت افزايشي و سپس تابهW  درx a در ميله بـه صـورت    كند، قرار گرفته است. تنش نرمال ميانگينصورت كاهشي تغيير ميبه 2

aيدر ناحيه xتابعي از x a    )59ـ سراسري ايمني و بازرسي فني (  ، كدام است؟2

1 (W (a x)
aA

 2                    2 (W (a x)
aA

 2
2
  

  

3 (W ( a x)
aA

 22                  4 (W ( a x)
aA

 222
  

a a

x

0W W

  
 :تغييرات »4«گزينه  پاسخw بر حسبx :برابر است با  

w w ww ( a x)
a x a a

   


22
   

 توان نوشت:مساحت سطح زير نمودار بار گسترده است، بنابراين مي با و اما بار محوري برابر
w( a x) wF ( a x)

a


   22 22 2
  

   بنابراين تنش محوري برابر خواهد بود با:

x
F w ( a x)
A aA

    222
  

  

 رابطه : 10مثالBD به عرض ايميلهin 1 و ضخامتin1
/است. با فرض اينكه قطر هر پين 2 5  اينچ باشد، مقدار بيشينه تنش قائم ميانگين در رابط

BD هرگاه    باشد، چندsik 69ـ سراسري سيستم مهندسي مكانيك بيو(  است؟(  

1 (4 3  
2 (8 3  
3 (16 3  
4 (36  

  




sin

cos

  

  

13 2
33 2

RI†»oŸ¶ :
θ
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20kN 20kN

20kN 20kN

20kN
D

A

3m

B C

E F

3m

3m

A

B C

FED

100kN

BF

CR

FxR

1.5m

4m

3x2x

 :ابتدا با نوشتن معادله تعادل نيروي كششي عضو  »2«گزينه  پاسخBD شود.تعيين مي   

A BD BDM sin F cos F kips
 

        



14 18 24 18 3 12 3 2 3

312 2

     

  توان نوشت:هاي پين در آن تعبيه شده است، بنابراين ميدر مقطعي بوده كه سوراخ BDاما تنش قائم حداكثر در عضو و 
BD

BD
BD

F psi ksi
A ( / )


    

 

2 3 1 8 3 8 311 5 2

   


 

  

 اگر در اثر بار  :11مثالkN 1 به نقطهA،  تغيير طول ميلهمقدارBF به سطح مقطعcm25 برابر باmm4 صورت نسبت سطح مقطع باشد، در اين
  )97مهندسي در سوانح طبيعي ـ سراسري (  در صورت يكسان بودن تنش اين دو ميله كدام است؟ BCبه ADميله 

 )NE
m

  11
22   ).ها رعايت نشده استو تناسب مقياس اندازه 1

1 (75
36                 2 (1

36  

3 (75
52                 4 (1

52  

A

B C

FED

100kN

CR

FxR

1.5m

4m

3m2m  
 :3«گزينه  پاسخ«    

AD BC

BCAD AD AD

AD BC BC BC

FF A F (I)
A A A F

  

  
  

 

Bفشاري   AD ADM / F F kN       1 1 5 2 75     
  

  كنند.)ايجاد نمي Bگذرد، لنگري حول نقطهمي Bاز BFو AB،BC،BEهايكه امتداد ميله(با توجه به اين

BF BF BF BF
BF BF

BF BF

F L EAF N kN
EA L

    
      

       
11 4 3 42 1 5 1 4 1 8 1 85   كششي  

 xx F BFF R F kN     3 485  در نقطه :F   

xx C F CF R R R kN      1 52   ه: در كل ساز  
xكششي   BC CF F R kN    52 در نقطه :C   

(I)
AD AD

BC BC

A F
A F

  
75
52   

  پاسخ صحيح است. )3(بنابراين گزينه 
 

 در خرپاي زير، اگر سطح مقطع عضوهاي :12مثالBE وAD با هم برابر باشد، تنش در عضوBE چند برابر تنش در عضوAD است؟  
  )97(مهندسي مكانيك بيوسيستم ـ سراسري 

  ) نصف1
  ) دو برابر2
  ) چهار برابر3
  .) مساوي هستند4

  



  
  

 كارشناسي ارشد يكه مدرسان شريف رتب  7  مقاومت مصالح

 :اي مفصل نظر گرفتن معادلات تعادل بر با در »4«گزينه  پاسخE توان نتيجه گرفت كه عضو ميBE تحت نيروي كششيkN2  است. از طرفي اگر
ي مذكور برابر است باشد. چون سطح مقطع دو ميلهمي kN2برابر ADمقدار نيروي داخلي در عضو  ،در نظر بگيريم Aمعادلات تعادل را براي مفصل 

  باشد.اين تنش در دو ميله يكسان ميبنابر
 

 هادر شكل زير، اگر مساحت مقطع ميله :13مثالcm21 باشد، تنش در عضوFC چندMPa 97(مكانيك بيوسيستم ـ دكتري   است؟(  
1 (    

  
2(2     
3(3     
4(2    
 :با مشاهده مفصل»  1«گزينه  پاسخD توان نتيجه گرفت كه عضودر خرپا ميDF باشد. از طرفي با حذف اين عضو براي مفصلصفر نيرويي ميF 

  خواهيم داشت: 
  

                                                     y CF CF CFF F sin F              

اگر در يك سازه بخواهيم حداكثر يك كميت كه به پارامتر خاصي وابسته است به حداقل برسد، ابتدا مقادير كميـت در نقـاط اكسـترمم را     :2نكته   
  آيد.   به دستمحاسبه نموده، سپس قدرمطلق كميت مورد نظر را در اين نقاط با هم برابر قرار داده تا پارامتر مورد بررسي 

  

 ي به ارتفاع ستون بتون :14مثالm4  براي تحمل وزنش از دو قسمتAB  وBC به ترتيب به قطر 2 mm و 4 mm    تشكيل شده اسـت. طـول
    ؟چقدر است براي اينكه مقدار ماكزيمم تنش عمودي در ستون كمترين مقدار خود را داشته باشد ABقسمت تقريبي 

1(cm23   
2(/ cm86 4  
3(cm2   
  ) اطلاعات ناقص است.4

 :ماكزيمم تنش عمودي در ستون زماني كمترين مقدارش را خواهد داشت كه ماكزيمم تـنش عمـودي در كـل سـتون ثابـت باشـد.         »1«گزينه  پاسخ  
)آن ميله در وزن مخصوص حجم ضربحاصلابر ماكزيمم وزن هر بخش از ميله بر از طرفي ) باشد.مي  
  دهيم.را با هم برابر قرار مي هاآنتنش در دو بخش ميله را محاسبه نموده و مقادير بنابراين 

AB BC AB BCAB AB
AB max BC max

W W V V A x A (L x)W V( ) ( ) x
A A A A A

       
          1 2

1 2 1 2 2
  

A A Lx x L x x x L x cm ~ x cmAA A
A

          







1 1
212 2

2
2

4 162 23722 42
44

    
 

 

 

  

  

 يك ميله به مقطع ثابت   :15مثالA طول ،L و وزن مخصوص  .منحنـي توزيـع تـنش    تحت تأثير نيروي فشاري معادل سه برابر وزنش قـرار دارد 
  ؟باشديك از اشكال زير ميمحوري مطابق كدام

1 (1  
2 (2  
3 (3  
4 (4  

F

CFF
DF 0F 

α

C 

4m 

A 

B 

x 

F=3W 

  
-L 

-L 
)3(  

-2L 

-4L 
)4(  

-3L 

-2L 
)2(  

-2L 

)1(  
-3L

دارميله وزن
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25kN 30mm

P
A

B

C

50mm

 :ار اسـتفاده  توان از روش جمع آث ـبراي پاسخ مي  »1«گزينه   پاسخ
و نيـروي وزن را بـه    w3نمود، به اين صورت كه تنش ناشي از بار فشاري 

صورت جداگانه محاسبه نموده و نتايج را با هم جمع كنـيم. بـا توجـه بـه     
) توزيع تنش ناشي از وزن يك توزيع خطي اسـت، در حـالي كـه    1تذكر (

جمـع   باشد كه حاصلتوزيع تنش ناشي از بار فشاري يك توزيع ثابت مي
  مساوي است با: هاآن

 
 تحت نيروي  شكل زير، قاب مفصلي  :16مثالP  در مفصلB  قرار گرفته است. تنش مجاز در هر دو ميلهAB  وBC     با سطح مقطـع ثابـت مسـاوي
   د؟چه اندازه باشد تا وزن كل سازه حداقل شو باشد. زاويهمي

1(55   
2(45  
3(4   
4(5   
 باشد. و در حد تنش مجاز در هر دو ميله مساوي و ثابتحداكثر وزن سازه در صورتي حداقل خواهد بود كه تنش »  1«گزينه : پاسخ   

باشد. با رسـم  حداكثر مساوي تنش مجاز مي هايتنشتوان گفت كه از حداقل ماده مورد نياز براي ساخت سازه استفاده شده است، چرا كه مي در اين حالت
  آيند:مي به دست زيرو نوشتن معادلات تعادل، نيرو در دو ميله مطابق روابط Bدياگرام آزاد مفصل 

 
( )

x,y AB BC AB BC
PF F ( ) ; F F cos F Pcot g

sin
      


1

 Bمعادلات تعادل مفصل   1

BC BCAB AB
AB BC

AB BC

F FF FA , A
A A

       
 

  

AB AB BC BC AB BC
L P L PV A L A L A A L ( ) ( cot g )L

cos sin cos
      

    
  ه: حجم ساز1

نسـبت  براي به حداقل رساندن وزن و يا حجم ميله كافي است كه از اين حجـم   .باشدمي شود حجم سازه تابعي از متغير زاويهكه مشاهده مي همان طور
  به اين متغير مشتق گرفته و مساوي صفر قرار دهيم:

  PL dVV (cot g )
cos sin d

     
   

1   

d cos sin cos (cos sin )( )
d sin sin cos sin sin cos

        
    

      

2 2 2 2
2 2 2

1    

sin cos cos sin cos sin cos
sin sin cos sin cos
         

         
    

2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2
1 2    

tg tg       2 2 2 55  
  

 نشان داده شده درصورتي كه تنش عمودي در ميله در شكل  :17مثالAB  وBC مقدار نيروي  ،يكسان باشدP تقريباً چند كيلونيوتن است؟  
  )91سراسري ـ  معدن(مهندسي 

1 (12  
2 (14  
3 (15  
4 (16  
  
 

-3L توزيع تنش كششي
  ناشي از وزن

ي توزيع تنش فشاري ناش
  از نيروي خارجي

-2L-3L+L

3W

  دارميله وزن

C 
 

L 

P 

B 

A 

BCF

ABF P





  
  

 كارشناسي ارشد يكه مدرسان شريف رتب  9  مقاومت مصالح

 :هاي در ابتدا نيروي داخلي در قسمت  »2«گزينه  پاسخAB  وBC شود. ها محاسبه ميميله  

  AB BC
P P: 

      
 
 2 2

25
3 54 4 

  طبق فرض صورت مسئله 

  P P P P P P kN
         

25 25 9 9 25 16 225 149 25  
  

 

 خرپاي زير، چنانچه طول عضو در  :18مثالAC  برابرL ي باشد، جهت مينيمم شدن حجم ميلهAB زاويه ،θ  باشد؟ بايد چند درجه    
)92(مهندسي عمران ـ سراسري    

1 (
1
4                                 2 (

4  

3 (
3                                      4 (

2 
  

 :ي براي مينيمم شدن حجم ميله»  2«گزينه  پاسخBC  بايد حجمBC  را بر حسب زاويـه    يافتـه و از آن نسـبت بـه 
كنيم تا حجم حداقل شـود.  را طوري تعيين مي ي حجم،دهيم يا از روي همان رابطهمساوي صفر قرار مي آن را و مشتق گرفته

  گردد.محاسبه مي BCي ، نيروي ميلهBابتدا با توجه به دياگرام آزاد مفصل 

BC BC
BC BC

BC

BC BC BC

P
F F psinA A
A sin

P L PLV A L
sin cos sin


           


   
    

2
2

BC
PF ;

sin


BCP F sin ;   yF     

sinهرگاه 2 يمساوي يك شود، حجم ميلهBC مينيمم خواهد شد. به عبارت ديگر
     ABي اسـت كـه طـول ميلـه     ي بالا فرض شـده در معادله .4

  و مقدار ثابتي باشد. Lبرابر 

 براي عضو :91مثالAC از خرپاي زير، تنش مجاز مشخصي وجود دارد. زاويه به چه ميزان انتخاب شود تا حجم عضوAC  حداقل باشد؟ طول
    )59ـ سراسري  مهندسي مكانيك(  ثابت و از پيش تعيين شده است. ABعضو 

1 (3   
2 (45   
3 (6   
4 (9  
  

 F

A
B

C

θ

  
 براي حداقل شدن حجم عضو  »2«گزينه : پاسخACحجم آن را برحسب ، محاسبه كرده، سپس از آن نسبت بهدهيم:مشتق گرفته و مساوي صفر قرار مي  

y AC AC
FF F F sin F

sin
       

    

AC
AC AC

AC AC

F F F( A
A A sin sin

      
  

SMIY nHk£¶)  

  مساوي است با: ACيم ميلهو اما حج

   AB AB AB
AC AC AC

F L FL FLV A L
sin cos sin cos sin

    
       

1 2 1
2  

sinيا 45برابر در صورتي حداقل خواهد بود كه زاويه ACVشود، اما مقداري بالا ثابت در نظر گرفته ميدر رابطه ABيطول ميله 2 .برابر يك باشد  
  



P

ABF



BCF

A

F

θ ABF

ACF

25kN

P

BCF P 25kN 
ABF P

P
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 صورتتوزيع تنش در سطح مقطع عضو مطابق شكل زير تحت نيروي محوري به :20مثال(r) (R r )   2 2
 باشد.مي  برحسب تابعي ازR  وP  كدام

  )98سوانح طبيعي ـ سراسري در مهندسي(  است؟
1 (avg   

2 (avg

R


2  

3 (avg

R


22

  

4 (avg

R


2

2
   

 در ابتدا تنش متوسط  »4«گزينه : پاسخavg 1(   شود:تعريف مي مقابله صورت در سطح ب         (avg avg
P P P R
A R

      


2
2    

  شود: Pدر روي سطح بايد برابر نيروي محوري (r)از طرفي برايند تنش محوري

     )2                     (R R PP (r)dA (R r ) rdr
R

  


          
 

42 2
4

22 2  

avg avg( R )
( ) ,( )

R R

  
   



2

4 2
2 2

1 2   
  

 

 نيروي محوري  :12مثالP به يك ستون كوتاهW 8 Aبا مساحت مقطع عرضي 4 in وسـيله يـك ورق روي   شود و مطابق شكل بهاعمال مي 212
/و ksi3يه بتني، به ترتيب ازگاهي در پاپايه بتني توزيع شده است. با فرض اينكه تنش عمودي در ستون و تنش تكيه ksi3  aبيشتر نشـود، مقـدار    6

  )98مكانيك بيوسيستم ـ دكتري( ترين طرح حاصل شود چند اينچ است؟ترين و مطمئنكه اقتصاديطوريبه

1 (5   
2 (1   
3 (15   
4 (2   

 
 گاهي در ستون نيرويابتدا با توجه به تنش مجاز تكيه»  2«گزينه : پاسخP دست آمده سپس با استفاده از آن حداقل مقداربهa شود.(طول ورق) تعيين مي  

b all b all
P( ) P ( ) A P
A

         1
1

3 12 36        ستون  

b all
P( ) A a a in

A
       2

2
2

36 1 136
      
 

  پايه 
  

 در خرپاي نشان داده شده چنانچه سطح مقطع همه عضوها يكسان باشد، نسبت تنش عضو  :22مثالBC  به تنش عضوAB برابر كدام است؟  
  )98ـ دكتريمكانيك بيوسيستم (  

1 (1
3   

2 (2
3   

3 (1
2   

4 (1    
 اعضاي»  4«گزينه : پاسخCH،CG،BG وBF در اين صورت نيروي  .ها را در تحليل نيرويي خرپا در نظر نگرفتتوان آنصفر نيرويي بوده و مي

AB  برابرند بنابراين داريم: ABو BCداخلي در اعضاي BC AB BCF F      
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  دومفصل 

  »پيچش«

 پيچش محورها با مقاطع دايروي :)1درسنامه ( 
  

    مقدمه 
كاربرد در محورهاي انتقال قدرت است كه توان  هاآن ترينمهمهاي گوناگون مهندسي هستند كه از اعضاي تحت پيچش داراي كاربردهاي متعددي در پروژه

شود و علـت آن ايـن اسـت كـه ايـن مقـاطع در       يابد. براي اعضاي تحت پيچش مقاطع دايروي توپر و توخالي استفاده ميياي به نقطه ديگر انتقال ماز نقطه
توان نتيجه گرفت كه توزيـع كـرنش برشـي در    كنند. با استفاده از اين خاصيت ميمانند و اعوجاج پيدا نميپيچش به صورت مسطح و قائم بر محور باقي مي

باشد. از ديگر فرضيات پيچش اين است كـه مصـالح همگـن اسـت، ميلـه مسـتقيم بـاقي        صورت خطي و متناسب با فاصله از محور مي نتيجه تنش برشي به
  مانند. هاي اوليه نيز به همان صورت باقي ميماند و شعاعمي

  مقاطع دايروي پيچش 
  

 ،باشـد  اشحـول محـور طـولي    ،در صورتي كه گشتاور وارد بر يك ميلـه يـا محـور   
شود ميله يا محور تحت پيچش قرار گرفته است. اگر عضو داراي اصطلاحاً گفته مي
 تحت اثر لنگر پيچشي تمامي مقاطعش مستوي و بدون آشفتگي ،مقطع مدور باشد

د و تنها اثر آن پيچش دو انتهـاي عضـو نسـبت بـه هـم      نمانباقي مي شكل رييتغو 
ولـي اگـر عضـو داراي مقطـع     . شـود خواهد بود كه به آن زاويه پـيچش گفتـه مـي   

در اثر لنگر پيچشي مقـاطع آن كـج شـده و عـلاوه بـر پـيچش دو        ،غيرمدور باشد
  . نيز خواهد گرديدو اعوجاج خوردگي انتهاي عضو نسبت به هم، دچار تاب

تي كـه بـراي اسـتخراج روابـط در نظـر گرفتـه       گيرد. فرضياخالي در محدوده ارتجاعي مورد بررسي قرار ميابتدا پيچش مقاطع مدور توپر و تودر اين بخش 
  باشد:ميزير شوند شامل موارد مي
  اج و تغيير شكلي در آن رخ نخواهد داد.جگونه اعوكند و هيچهر مقطع عرضي آن حالت مستوي خود را حفظ مي ،عضو پس از اعمال لنگر پيچشي بر )الف
پلاسـتيك نيـز    يهد (اين فرض حتي براي بارگذاري در محدودنكنير مييركزي عضو تا سطح خارجي به صورت خطي تغاز محور م هاي برشيكرنش )ب

  .گيرد)مورد استفاده قرار مي
  فقط براي محدوده الاستيك خطي معتبر است.  كند و كرنش برشي را بيان مي يقانون هوك در برش كه ارتباط بين تنش برش )ج

در تا مركـز محـور بـوده و همچنـين      مورد نظركه مقدار تنش وابسته به فاصله شعاعي نقطه تنش برشي ايجاد شده  ،شي در محور مدوردر اثر لنگر پيچ
ي مطـابق شـكل در نظـر    باشد. براي استخراج رابطه تنش ناشي از لنگر پيچشي ابتدا يك المان از مقطع عرضميمقدار آن برابر صفحات طولي و عرضي 

  .شودگرفته مي
محور مركـزي گشـتاوري بـه    باشد. اين نيرو حول مي dFالمان نشان داده تحت اثر يك نيروي برشي

  استفاده كرد. زيرتوان از رابطه مي Tبراي محاسبه لنگر پيچشيكند. ايجاد مي dTاندازه

T dT rdF r dA ( )      1  
R

r d

Fd

T

L 
T

max


R



  

 

پيچشفصل دوم:   134  كارشناسي ارشد يكسان شريف رتبه مدر

  

dAمساحت المان بوده كه مقدار آن برابر dAدر رابطه فوق rd dr  هاي برشي از مركز تا سطح خارجي به صـورت  كرنشفرض (ب)، باشد. اما طبق مي
  برابر است با: ، كرنش برشي rمثال در شعاع  يابند. به عنوانخطي تغيير كرده و از صفر تا يك مقدار ماكزيمم افزايش مي

       )2      (max
r
R

                                                                 max
r R


   

توان نتيجه گرفت كه در محدوده ارتجاعي، توزيع تنش باشد. بنابراين ميابطه خطي بين تنش برشي و كرنش برشي برقرار مياما در محدوده ارتجاعي، يك ر
  قابل بيان است: زير برشي نيز يك توزيع خطي بوده و توسط رابطه

max  :كنيمضرب مي G) را در2طرفين رابطه ( max
r rG G ( )
R R

       3  

max
rT r dA
R

   )3) 1) و(  

  توانند از داخل انتگرال بيرون آورده شوند:ثابت بوده و مي maxو Rمقادير 

   )4      (max
TR
J

                        max maxT r dA T J
R R

 
     2  

تـوان از  مـي  rتنش برشي در يك فاصله دلخواه شـعاعي سبه كند. اما براي محارا تعيين مي Tناشي از لنگر پيچشي رابطه فوق مقدار ماكزيمم تنش برشي
  ) استفاده نمود.4) و (3تركيب روابط (

  Tr
J

                                                 max
r r TR
R R J

       
  فوق:  يهدر رابط

T :  لنگر پيچشي وارد بر محور      r :  نقطه مورد نظر تا مركز محور شعاعي فاصله  
J : آيدمي به دستزير  يهممان اينرسي قطبي مقطع مورد پيچش كه مقدار آن براي مقاطع توپر و توخالي از رابط.  

  مقطع توپر:  
R R RJ r dA r rd dr d r dr J R d

   

   
              

2 2 42 2 3 4 42 4 2 32  

  مقطع توخالي:  
                                                   J (R R ) (d d ) 

   4 4 4 4
2 1 2 12 32  

  

max  افتد:ماكزيمم تنش برشي در محور مدور در سطح خارجي ميله اتفاق مي

dTTR T T
J d d R

    
  4 3 3

16 22

32

  

 mm بر حسـب  Rو  N.mmبر حسب Tآيد. اما اگر به دست مي Paبر حسبنوشته شوند، تنش  m بر حسب Rو  N.mبر حسب Tدر اين رابطه، اگر 
  گردد.مي MPaباشد واحد تنش، 

  : داريم در نتيجه ،مورد نظر تا محور ميله نسبت مستقيم داردبا فاصله شعاعي نقطه  نشان داده شده است، زيرگونه كه در شكل همان توزيع تنش برشي در محور مدور

max

r
R





  

از طرفـي مقـدار ايـن    د. نباشروابط فوق در محدود الاستيك صادق ميالبته 
شـود. شـكل روبـرو بيـانگر     برابـر مـي   باهمتنش در صفحات طولي و عرضي 

حات طولي و عرضي توزيع خطي تنش و همچنين توزيع تنش برشي در صف
  مساوي باشد. هاآنبوده كه به دليل تعادل استاتيكي بايد مقادير 

  آيد:مي به دست زيرارتباط تنش برشي و كرنش برشي از رابطه  در محدوده ارتجاعي
G    

  آورد:  به دستزير  يهتوان از رابطرا مي آنمقدار كرنش برشي در محدوده ارتجاعي و غير ارتجاعي همواره توزيعي خطي داشته و 
dr
dx


   

d

1d
2d

max 
max 

T 

max

max
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d
dx
 مقدار ،گيرداي كه تحت پيچش خالص قرار ميبه زاويه پيچش در واحد طول موسوم است. در ميلهd

dx
 و مساوي بوده ثابت

L
 داريم در نتيجه ،باشدمي:  

L r                                                                                 r
L


    

 محـوري را در دو وضـعيت قبـل و     زيـر آورد. شكل  به دسترت ديگر نيز توان به صورابطه فوق را مي .باشدزاويه پيچش دو انتهاي ميله نسبت به هم مي
  نيز نشان داده شده است. Aشدهدهد. همچنين بر روي سطح خارجي دو محور المان بزرگنماييپس از اعمال لنگر پيچشي نشان مي

  
  
  
  
  

نشـان   اند. اين تغيير زاويه بـا حـرف  قائم نبوده بلكه تغيير زاويه داده هاي المان ديگرمشخص است گوشه در حالت ثانويه Aكه از شكل المان همان طور
پس از اعمال لنگر پيچشـي   ،)MNباشد. اگر خطي را به موازات محور طولي بر سطح خارجي محور ترسيم كنيم (خطداده شده كه همان كرنش برشي مي

NN  آورد.  به دست روبرو توان توسط رابطهرا مي NNخواهد رسيد. طول كمان MNاين خط به وضعيت r    
  برابر است با: NNاز طرفي طول كمان

NN L  )كوچكي زاويه  به دليل راديان، مقدار زاويه با تانژانت زاويه برابر است بر حسب.tg (NN tg L      
maxR   توان نتيجه گرفت:از مقايسه روابط فوق مي L    يا r L    

  توان نوشت:. با توجه به رابطه اخير ميآورد به دستزير  به صورتهاي مدور و همگن با سطح مقطع ثابت توان براي ميلهمي رازاويه پيچش كل 

TL
GJ

       max
max

TR
L L LJ
R G R G R


              

 به همين دليل در حل بسياري از مسائل فصل پـيچش رابطـه    باشد.مييا زاويه پيچش يك انتها نسبت به انتهاي ديگر زاويه پيچش نسبي  وقدر رابطه ف

A   شود:نوشته مي روبروفوق به صورت  / B A B
TL
GJ

       

  شود. محاسبه مي Aمقطع زاويه پيچش از رابطه فوقصفر بوده و  Bآنگاه ،گاه صلب متصل باشدبه تكيه Bاگر مقطع
را در  Tمقـدار   ،بوده كه براي محاسبه آن در مقطع مورد نظر، محور را در آن مقطع برش زده و بـا نوشـتن معادلـه تعـادل    گشتاور پيچشي داخلي  Tدر رابطه فوق

 تـأثير  هاي مختلـف بـوده و يـا تحـت    هاي مختلف تشكيل شده باشد يا داراي سطح مقطعميله از جنسكه در صورتي  .آوريممي به دستسطح مقطع داخلي 
  شود: ارائه مي زيربه شكل  فوقچندين لنگر پيچشي قرار گرفته باشد رابطه 

n
i i

i ii

T L
G J

  
1

  

بـه شـكل    زاويـه پـيچش   يهرابط ـ ،هاي مدوري كه تحت اثر لنگر پيچشي متغيري قرار گرفته استمقطع متغير (مقاطع مخروطي) و يا ميله هايي بادر ميله
  شود: انتگرالي بيان مي

L Tdx
GJ

    

max  عيين نمود:ت روبرو توان از رابطهكه قبلاً نيز اثبات شد گشتاور پيچشي وارد بر كل مقطع را مي همان طور max
TR JT
J R

      

  :گردداستفاده  زير، كافي است از رابطه باشد اما اگر هدف محاسبه گشتاور پيچشي وارد بر بخشي از محور

  max maxT r dA T r dA r dA
R R

 
       2 2  

  باشد كه مورد نظر مسئله است.انتگرال بر روي بخشي از مقطع عرضي محور مي ،در رابطه فوق

 در محدوده ارتجاعي

NM

R

NM

N

max
A

A
max
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 محوري مطابق شكل تحت اثر لنگر پيچشي يكنواخت :1مثالt  ،زاويه پيچش مقطعقرار گرفته استA ها است؟مساوي كداميك از گزينه  

1 (ta
GJ

23
2  2 (ta

GJ

2
    

  

3 (ta
GJ

22  4 (ta
GJ

25
2      

  : براي محاسبه زاويه پيچش، ابتدا بايد گشتاور پيچشي داخلي در هر مقطع مشخص شود، در نتيجه:     »1«گزينه پاسخ  
  
  

  
  
  

T tx T ta 1 2  
ي كـه لنگـر گسـترده اعمـال     ادر فاصله tلنگر گسترده ضربحاصلچون لنگر پيچشي گسترده داراي توزيعي يكنواخت است، بنابراين مقدار لنگر داخلي از 

  آيد. مي به دستشده است 
تـوان بـراي   ثابت نبوده و داراي توزيعي خطي است بنابراين براي محاسبه زاويه پيچش بايد از شكل انتگرالي رابطه استفاده نمود. حتي مي T1كهه دليل آنب

  را نيز به صورت انتگرالي بيان نمود. زيريكنواخت بودن شكل رابطه، جمله دوم رابطه 
a a a a

a a
A A

T dx T dx ta tatxdx ta dx ta
GJ GJ GJ GJ GJ 

  
           

    
   

2 2 2 221 2 1 1 3
2 2  

  

 تنش برشي ماكزيمم در محور :2مثالBC شكل زير مساوي كدام گزينه است؟  

1 (MPa


4    2 (MPa


2   

3( MPa


8     4( MPa


1    

 :براي محاسبه تنش برش ماكزيمم در محور» 1«گزينه  پاسخBC اسـت  برش زده و دياگرام آزاد سـمت چـپ يـا ر    مورد نظردر مقطع  آن رابايد ابتدا
  شود، بنابراين:Bو Aهايبراي حفظ تعادل مقدار لنگر داخلي بايد برابر مجموع گشتاور پيچشي وارد بر پولي زيرشود. مطابق شكل برش، رسم 

BC
max

BC

TTR N.mm
J d ( ) mm

 
   

 

3
3 3 3

16 16 16 1
4
 


 

max MPa
   

 3
16 16 4

4
     

  

 بر انتهاي محور مخروطي نشان داده شده، لنگر پيچشي :3مثالT شود، زاويه پيچش انتهاي محور چه اندازه است؟وارد مي  

1(T L
Gd 4

7    

2 (T L
Gd 4

32   

3( T L
Gd 4

7
3

   

4( T L
Gd 4

28
3

  

 :استفاده شود: زيربا توجه به مخروطي بودن محور براي محاسبه زاويه پيچش آن بايد از رابطه » 4«گزينه  پاسخ  

L L L

xx

T dx TTdx dx ( )
GJ G dG d

   
 

   44
32 1

32

 
  

 

T1 

0 x a 

t 
T2 

a x 2a 

t 

a a 

N.mt( )
m

A 

 

1200N.m
2800N.m400N.m1200N.m

A
B

C
D3cm4cm3cm

BCT 1600N.m

400N.m1200N.m

A B

2d

L

T d
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J ممان اينرسي قطبي يك مقطع دلخواه از محور بوده و برابرxd 4
  باشد.يم 32

  به شكل زير بيان نمود: xمتغير  بر حسبتوان از انتهاي آن است. اما اين قطر را مي xقطر ميله در يك مقطع دلخواه به فاصله  xdهمچنين در رابطه فوق 

x
x

d d x xd d( )
d d L L


   


12  

LT dx( ) xGd ( )
L




  
 

4 4
321

1
  

xبراي محاسبه انتگرال فوق از تغيير متغير u
L

 1 براي تعيين حدود  شود.استفاده ميu حدود ،x ي را در رابطهu .قرار داده تا حدود آن تعيين شود  

x u dx Ldu
L

   1 T T L T LLdu ( )[(u )]
Gd u Gd Gd

      
  


2

1
3 2

14 4 4 4
32 32 1 28

3 3
    

  

 ي تغيير خواهد نمود؟با دو برابر شدن قطر يك محور، مقدار گشتاور انتقالي به چه نسبت :4مثال  
  ) شانزده برابر 4  ) هشت برابر 3  ) چهار برابر 2  ) دو برابر1
 :آورد: به دستتوان توسط رابطه زير تنش برشي ماكزيمم مي بر حسبدر يك محور توپر مقدار گشتاور انتقالي را »  3«گزينه  پاسخ  

max max
TR T dT
J d


     



3
3

16
16  

  شود.برابر مي 8زيمم، اگر قطر محور تحت گشتاور دو برابر شود، گشتاور پيچشي انتقالي با فرض ثابت ماندن تنش برشي ماك
 

 چه سهمي از لنگر خارجي وارد بر محور مدور توسط يك هسته مركزي از محور به شعاع :5مثالR
  شود؟تحمل مي 3

  درصد 5/1 تقريباً) 1
  درصد 8 تقريباً) 2
  درصد 1تقريباً) 3
  درصد 12 تقريباً) 4
 :در صورتي كه محوري تحت اثر لنگر پيچشي قرار گيرد، هر المان به فاصله  »1«گزينه  پاسخr از مركز محور، تنش برشي به اندازه كند. مي تحمل

  آيد.مي به دستاز آن، گشتاور وارد بر كل محور  گيريانتگرالاين تنش برشي توليد يك گشتاور حول محور مركزي نموده كه با 

                                                dF dF dA
dA

           
 
 

 
 

  
  

rdاوياما مساحت المان نشان داده شده در شكل فوق مس dr باشد، بنابراين:مي  
rmax max maxrdT r drd T d r dr ( )

R R R
  

      
423 3 12 

 

max  اما از طرفي تنش برشي ماكزيمم برابر است با:
T R T R T ( )

J RR
   

  34
2 2

2

    

( )1 و ( )2 
Rr

R( )r TT T T T T T ( ) % /
TR R

  


   


         

44
3

4 4
1 13 1 1 2381 81  

T)دهد كه سهم اندكي از گشتاور پيچشي كلنتيجه فوق نشان مي ) توسط هسته مركزي به شعاعR
  شود.تحمل مي 3

d2d

T

L

xd

x

x
d

2d

2d d
2


xd d
2


Rr
3



R

T

 

محور، يك توزيـع خطـيدر مقطع برشي توزيع تنش  
تـنش بر حسبتنش برشي  rشعاعيبوده و در فاصله 

maxبرشي ماكزيمم برابر
r
R

   باشد.مي 

  

max

max

dT rdF r dA
dT r dAr R:

R

      
    

2
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 ميله  :6مثالAB  با ضريب ارتجاعي برشيG  و ممان اينرسي قطبيJ گر پيچشي گسترده بـا  مطابق شكل زير در انتهاي چپ، گيردار و تحت اثر لن
    )91سراسري ـ  معدن(مهندسي   ميله چقدر است؟ Bباشد. ميزان زاويه دوران انتهاي مي qشدت ثابت 

1 (qL
GJ

  2 (qL
GJ

2
   

L

q

A B

 
3 (qL

GJ2  4 (qL
GJ

2

2 

 :اي متغير اسـت بنـابراين بايـد از رابطـه    چون مقدار لنگر پيچشي داخلي در مقطع استوانه  »4«گزينه  پاسخ
L Tdx

GJ
       مقـدار زاويـه پـيچش را

  آورد.  به دسترا  و مقدار لنگر داخلي برش زدهدلخواه از انتهاي محور  xكافي است به فاصله  Tمحاسبه نمود. اما براي تعيين مقدار 

L

x
qx qLT T qx T qx dx
GJ GJ

           
2

2
   

  
 يك گشتاور مقاوم براي فرو كردن يك لوله، :7مثالAT  درA  و يك گشتاور گسترده كه مقدار آن از صفر درB تاt  درA     در واحـد طـول تغييـر
)ند. زاويه پيچشيكمي ) باشد؟ (شعاع داخلـي و خـارجي   قدر مياي كه لوله در آستانه پيچشي است چيك انتهاي لوله نسبت به انتهاي ديگر در لحظه

  )91سراسري ـ  معماري كشتي(مهندسي     .)شدبامي Gو ضريب الاستيسيته برشي لوله  orو irلوله به ترتيب

1 (o A(L t T )
L(r r )G
 

4 4
1

2 3
3 

  2 (o A(L t T )
L(r r )G
 

3 3
1

2 3
3 

  

3 (o A(L t T )
(r r )G


 4 4
1

2 3
3 

  4 (o AL(t L T )
(r r )G



 4 4
1

2 3
3 

  

 :گسترده تغييرات لنگر پيچشي  »4«گزينه  پاسخ t  بر حسبx  به صورت خطي بوده و
   شود:مثلث به صورت ذيل محاسبه مي طبق رابطه تشابه

  t x xt t
t L L
   


  

  
  آورد. به دسترا  BTتوان مقدار گشتاور پيچشيرابطه تعادل مي با نوشتناما 

L L
L

B A A A A
t t Lx xT T tdx T t dx T [ ] T ( )

L L 
 

         
2

12 2  

 

برش خـورده را رسـم نمـوده سـپس از     دياگرام آزاد بخش فوقاني مقطع دلخواه محور را برش زده و  xاكنون در يك 

           آوريم: مي به دستمقدار لنگر داخلي را رابطه تعادل 
L

BT T(x) T tdx


        
  

  
x ( )

B A
t L t xT(x) T tdx T(x) T

L
       

21
2 2 

  
  نيم: كرا توسط رابطه ذيل محاسبه مي Bنسبت به مقطع  Aزاويه پيچش مقطع  T(x)با استفاده از مقدار

L L

A / B A
i

t L t xT(x)dx [T ]dx
GJ LG (r r ) 

 



    



 

2

4 4
1

2 2
2

  

A
A / B A

i i

t L t L L( T t L)[T L ]
G(r r ) G(r r )

  

 


     

   

2 2
4 4 4 4

2 32
2 6 3

  

L

to
A AT

BBT

x

q
T

x

x

BT

(x)T

0t

AT

BT

L

0t

x

t

0t
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 به طول عضوي  :8مثالL اي مطابق شكل زير تحت كوپل پيچشي با مقطع دايرهT     قرار گرفته است. در صورتي كه مقطع از دو قسـمت چـوبي كـه
    )92ـ سراسري  عمران(مهندسي  ؟توسط مقطع، كدام است اند تشكيل شده باشد، حداكثر كوپل پيچشي قابل تحملتوسط چسب به يكديگر متصل

  ،تنش برشي مجاز چسب5/2 تنش برشي مجاز چوب =      

1 (R 33
4 2

                               2 (R


34 2
3  

3 (R


33 2
2                               4 (R 32

3 2
  

  

 :توان جداگانه با توجه به تنش برشي مجاز چوب و چسب محاسبه نمود.حداكثر كوپل پيچشي را مي»  1«گزينه  پاسخ  
    محاسبه حداكثر كوپل پيچشي با استفاده از تنش برشي مجاز چوب:ـ 1

 max
TR T / R) / T / R
J R


          



3 3
3

2 2 51 2 5 1 252  

باشـد تـنش برشـي را    مـي  Aي ي چسب كه نقطـه محاسبه حداكثر كوپل پيچشي با استفاده از تنش برشي مجاز چسب: در ابتدا بايد در دورترين نقطهـ 2
  دست آورد.ي آن را در راستاي افقي بهمؤلفهسپس و محاسبه نموده 

 

  

maxCosخورده تحت تنش برشيسطح چسب ،شودمشاهده مي Aي ن حجمي فوق در نقطهكه در الما طورهمان  باشد كه حداكثر اين تـنش بايـد   مي
  :داريم شود در نتيجه برابر تنش برشي مجاز چسب يعني

  max

RR ( )TR T) Cos T R
J R R

 
         



2 2
3

3
2 2 2 332 3 4 2

  

  باشد.تر بوده بنابراين پاسخ مطلوب مي) كوچك2اسخ ()، پ2) و (1هاي (از بين پاسخ

 اي، به طولاي با مقطع دايرهميله :9مثالm2  و شعاع مقطعcm5 ي تسـليم  توان ميله را پيچاند، تا به نقطهمفروض است. حداكثر چند راديان مي

aنرسد؟ تنش مجاز برشي
kg

cm
  ، مدول ارتجاعي21 kgE

cm
  6

22 و ضريب پواسون 1 /     )92 دكتري(  است.  25

1(/ 2  2 (/ 25  3 (/ 4  4 (/ 5  

 :توان مقدار حداكثر زاويه پيچش در محدوده ارتجاعي را به دست آورد:با توجه به روابط زير مي  »4«ه گزين پاسخ  

a
max a

TL TL
L cmGJ GJ

TRTR RG kgcmJJ ( / ) cm

 



       
       

6
2

2
2 15 2 1 25

  

a
a

/ rad

/

  
              




5 5 2
6

2 5 1 5 1 5 1 5
15 1 25

      

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τ

extT

 يك شفت با قطر خارجي :10مثالmm2 تحت يك لنگر پيچشي يكنواخت به مقدار kN.m
m

در شكل مفروض است.  ABمؤثر در روي قسمت  1

ي دو كميت زير كدام است؟ اندازه  (G Pa)98   )93(دكتري   1

Nبرحسب maxماكزيمم تنش برشي
m2، ي چرخشزاويه»O « نسبت به»C «حسب راديانبر    

1 (max    963 /و  1  418 3  
2 (max    943 /و  1  318 3  
3 (max    943 /و  1  418 3  
4 (max    963 /و  1  318 3    

 :بيشترين لنگر پيچشي در بخش   »4«گزينه  پاسخBC :شفت ايجاد شده كه مقدار آن برابر است با  

BCT kN.m N.m    51 1 1 1    

BCبرابر است با: BCاز طرفي حداكثر تنش برشي در قسمت 
max

TTR / pa
J d /


     

 

5 9
3 3

16 16 1 63 66 1
2
 

 
  

  
 برابر است با: Cگاه ه تكيهنسبت ب Oهمچنين زاويه پيچش مقطع 

  BC BC
O O A B O

A B C

T LTdx txdx / [ dx / ]
GJ GJ GJ GJ GJ


                  

51 1 1 5 51 3 5 1 1 3 5 1
  

    

O [ / ] / rad
( / )

     


 

5 5
9 3

1 11 3 5 1 318 328 1 232

 
   

  

  

 گيرد. در اين آزمايش گشتاور گيري استحكام برشي چسب مورد استفاده قرار ميمنظور اندازهدهد كه بهشكل زير آزمايشي را نشان مي :11مثال
در چسب، رابطة  شود. با فرض توزيع يكنواخت تنش برشياند، اعمال ميكل به دو استوانه كه با چسب موردنظر به هم متصل شدهپيچشي مطابق ش

  )95ـ سراسري  مكانيك(مهندسي   كدام است؟ هااعمالي، ضخامت و شعاع استوانهتنش برشي با گشتاور 

1 (extT
R t

 
 22

  

2 (extT
R t

 
 2
2  

3 (extT
R t

 
 24

  

4 (extT
R t

 
 2  

R
t

extT

extT  
 :كند كه مقـدار آن توسـط   خورده توليد تنش برشي ميلنگر پيچشي خارجي در سطح چسب  »1«گزينه  پاسخ
  آيد:ي زير به دست ميرابطه

  ext ext
ext

T TT T ( A)R
Rt R R t

           
  

 22 2
   

  

 ي پيچشمعادلات زاويه :12مثالTL
GJ

  و تنش برشيT
J


  كند و تحـت گشـتاور   پيروي مي» هوك«ي مكانيكي كه از قانون براي يك قطعه
  )59ـ سراسري ايمني و بازرسي فني (مهندسي   عتبر است؟قرار دارد، تنها براي كدام مقاطع م Tپيچشي خالص

  ) توخالي4  ) توپر3  ) چندضلعي منتظم2  ) گرد توپر و توخالي1
 

 :روابط »1«گزينه  پاسخTL
GJ

  وT
J


  .تنها براي مقاطع مدور توپر و توخالي صادق است  

TBC

B A

t=100 kN.m
m

O
x



  

 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  141  مقاومت مصالح

 ور توپر به قطريك محور مد :13مثالD و طولL تحت تأثير گشتاور پيچشيT كه سوراخي به قطـر قرار دارد. در صورتيdD(d ) در طـول   2
    دو برابر شود، حداكثر تنش برشي ايجادشده در محور در اين حالت چند برابر محور مدور توپر است؟ محور ايجاد شود و گشتاور پيچشي نيز

  )95ـ سراسري مكانيك بيوسيستم (مهندسي   

1 (4  2 (8
15  3 (4

15  4 (8  

 :توان نوشت:له ميئهاي مسبا توجه به دادهها صحيح نيست.  كدام از گزينههيچ پاسخ  
DT

TR D(D ( ) )T J D D
TR DT DT D(D )J

D



  
    

 


2 4 4 4 4
2 2

4 411 4
1

4

2 2

2 2 3232 2
15 15

2 1616

32

Â²Ii¼U n¼d¶
oQ¼U n¼d¶ 

  

  ) را صحيح اعلام كرده كه نادرست است.2ي (سازي عبارت نهايي دچار خطاي محاسباتي شده است و گزينهاحتمالاً طراح سؤال در محاسبات و ساده
  

 يك محور توخالي فولادي مطابق شكل زير، داراي شعاع خارجي :14مثالr / cm1 12 داراي گشتاور ماند قطبـي   m1و طول r2شعاع داخلي ،5
سطح برابر J / m  3 425 اين جسم است. اگر تنش برشي حداكثر  1 MPa1و مدول برشي فولاد GPa1  باشد، زاويه چـرخش   برحسـب

  )96ـ سراسري معدن (مهندسي   راديان چقدر خواهد بود؟ 

1( / 8   
2( / 6   
3 (/ 4   
4 (/ 2   

  
 :آيند:هاي زير به دست ميزاويه پيچش و تنش برشي ماكزيمم در يك محور مدور طبق رابطه »1«گزينه  پاسخ  

max
max

TL
LGJ / rad

TR RG /
J

                


6
9

11 1 8
125 1 1

    
   

 

 
 ماكزيمم زاويه مجاز پيچش يك شافت به قطر :15مثالin1 طول ،in3 تنش مجاز ،psi1     وG psi 12      چند راديان است؟ ،    

    )96ـ سراسري  (مهندسي ايمني و بازرسي فني  
1 (/ 8   2( / 7   3(/ 5    4(/ 4    
 :ي پيچشي در يك محور مدور برابر است با:حداكثر تنش برشي و زاويه »3«گزينه  پاسخ  

all
all

TL TL
LGJ GJ / radTRTR RG /

JJ

                   


5
6 6

3 3 1 1 51 25 12 1 6 1
   

      

n¼d¶ ¦Ä nj y`ÃQ¾Ä»Hp

n¼d¶ ¦Ä nj pI\¶y¹U oX¨Hke
 

  

  

 كه حداكثر تـنش مجـاز برشـي   ده است و تحت تنش برشي قرار دارد. در صورتيدايره تشكيل شاي داده شده از دو مقطع نيممقطع دايره :16مثال 
  )96ـ سراسري  سوانح طبيعي در (مهندسي  اند؟ ها به فاصله يك متر در طول قرار گرفتهها كدام است؟ ميخبرابر تنش مجاز برش چوب باشد، قطر ميخ1هاميخ

1 (RD 
5                           2(RD 

4  

3(RD 
3                           4(RD 

2  
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τ

 :نشان داده شده است.  زير نيمي از محور چوبي به همراه توزيع تنش ناشي از پيچش در شكل  »1«گزينه  پاسخ  

max  ) 1(                            توان نوشت:طبق قانون تعادل مي s
D( R) 

     
21 12 4  

max حداكثر تنش برشي مجاز در چوب وs .حداكثر تنش برشي مجاز در ميخ است  

( )
s max

R D R RD
        

 

21 41 12 4 2 5 


  

  

 ميله آلومينيومي :71مثالAB باG GPa Gبا BDبه ميله برنجي  24 GPa متصل شده است. اگر لنگر لختي هر بخش از تير به قـرار زيـر    48
  )96ـ سراسري   سيستم(مهندسي مكانيك بيو  چند راديان است؟  Aباشد، زاويه پيچش در 

1 (/1 5    
2 (/133   
3 (/ 256   
4 (/ 7  

 AT N.m 8  
 BT N.m 16  
 AB mm 4  

BC mm 375  
CD mm 25  
 CDJ / m  6 425 1  
 BCJ / m  6 4375 1  
 ABJ / m  6 44 1  

  
 :مقطع  براي محاسبه زاويه پيچش در »2«گزينه  پاسخAه دست آورد.هاي مختلف ميله مركب برش زده و لنگر داخلي را ب، ابتدا بايد در بخش  

  
  

                                  

A
T L T L T L
G J G J G J

   1 1 2 2 3 3
1 1 2 2 3 3

 

A
/ / / rad / rad

/ / /  
  

      
        9 6 9 6 9 6

8 4 24 375 24 25 2 1331524 1 4 1 48 1 375 1 48 1 25 1
          
        

 

  
 صورت گسترده تحت گشتاور پيچشي قرار گرفته است. زاويه پيچش در انتهاي ميله كدام است.رو، بهميله روبه :18مثال  

  )98سراسري معدن ـ مهندسي (  

1 (t.L
G.J

 
2

2   

2 (t.L
G.J

 
2
3  

3 (t.L
G.J

   

4 (tL
G.J

 
2

  

 
 

 

 :زاويه پيچش در ميله تحت بار گسترده پيچشي برابر است با: »1«گزينه  پاسخ  

   
L

L
Tdx

t tLxdxGJ
GJ GJT tx

      
 

 
2

2



  

 

250 mm

375 mm

400 mm

A

B

C
AT 800N.m

BT 1600N.m D



  
  

خمش فصل سوم:  200  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 
  ومسفصل 

  »خمش«

 خمش ساده، خمش متقارن :)1( درسنامه
  

  

انـد بـا   گرفتـه  راز دو طرف تيـر و در يـك صـفحه قـرا     Mو Mالجهتگشتاورهاي مساوي و مختلف ها در تيرهايي كه تحتها و كرنشدر اين فصل تنش
 آن، قـرار گيـرد، در هـر مقطـع دلخـواه       اگر يك تير تحـت بارگـذاري عرضـي    زيرد. مطابق شكل نگيراند، مورد مطالعه قرار ميرضي قرار گرفتهبارگذاري ع تيرهايي كه تحت

 ، Mو لنگـر خمشـي    Vشـود. در اصـل نيـروي برشـي     مـي وارد  Mلنگر خمشـي داخلـي   يك و  V) نيروي برشي ACبه منظور حفظ تعادل بخش جدا شده از تير (بخش 
 ند. هـاي متمركـز نمـايش داده شـد    مؤلفـه  باشند كه در درس استاتيك به صـورت حاصل برآيند نيروهاي داخلي توزيع شده در سطح مقطع برش خورده مي

 ـاما در درس مقاومت مصالح، نيروهاي داخلي توزيع شده در سطح مقطع برش خورده ايجاد تنش نموده كه به تنش ناشي از نيروي برش، تـنش برشـي    ه و ب
   شود.تنش ناشي از لنگر خمشي، تنش خمشي گفته مي

  
  
  
  

  

  
  

، همچنـين  سبت به صفحه كوپل اعمـالي متقـارن اسـت   شود كه جسم نابتدا فرض مي
داخلـي  جسم تحت اثر لنگر خمشي خالص قرار گرفته است، بـه عبـارت ديگـر نيـروي     

مشـاهده   بـرو روتـوان در شـكل   باشد. چنين وضعيتي را ميميدر تير برابر صفر  ،برش
الجهـت قـرار   نمود. در اين شكل، جسم تحت اثر دو كوپل خمشـي مسـاوي و مختلـف    

  گرفته است.
  

  

رسم مقابل  آن، مطابق شكل اگر بخشي از جسم تحت خمش خالص، جدا شده و دياگرام آزاد
كه توليد تنش قائم ده، بارهاي گسترده سطحي وجود خواهند داشت شود، در مقطع برش خور

رود كه جسـم در تارهـاي   ، انتظار ميM. با توجه به نحوه اعمال لنگر خمشي خارجي كنندمي
  د.نفوقاني تحت فشار قرار گرفته و در تارهاي تحتاني، تحت كشش قرار گير

  

اي انتخـاب  دستگاه محورهاي مختصات در مقطع برش خورده بـه گونـه   روبرودر شكل 
سطح مقطع و محور طـولي جسـم   مختصات منطبق بر مركز هندسي  مبدأشود كه مي

در سطح مقطع عرضي جسم واقع شوند. با توجه  zو  yبوده و محورهاي  xدر راستاي 
بنـابراين توزيـع    ،شـده  لبر جسم اعما zدر راستاي محور  Mبه اين كه كوپل خمشي 

نيروهاي داخلي در مقطع برش خورده بايد كوپلي مساوي و در جهت مخالف آن ايجـاد  
براي تير برقرار باشد. يك المان دلخواه از سطح مقطع عرضـي جسـم بـه     تا تعادل كند

شـود. ايـن   در نظر گرفتـه مـي   y ياز محور عرض zو فاصله  zاز محور عرضي  yفاصله 
x ،xzداراي سه مؤلفه تنش dFالمان تحت اثر نيروي  xy,  است.  

M

  شده است. لدر آن اعماMاي كه كوپل خمشي صفحه

v) صلحاجسم تحت اثر خمش  )  

M

dF
M

x

C

A Bba



x

yA

V

M
C

A

F

y

C

x

z

z

x
xz

xy

dA

M

y
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بـر   برشـي، محـور عمـود   باشند. لازم به ذكر است كه انديس اول در تنش تنش برشي مي هايمؤلفه xzو xyتنش قائم يا تنش نرمال بوده و xمؤلفه
مساوي و مخالف بـا جهـت    Mها، بايد توليد يك لنگر خمشي وارد بر المان هايدهد. برآيند تنشصفحه المان بوده و انديس دوم، راستاي تنش را نشان مي

  توان نوشت: خارجي، مي Mد. بنابراين با استفاده از معادلات تعادل استاتيكي بين نيروهاي المان داخلي و كوپل نخارجي كن Mلنگر 
  وهاي محوري داخلي مساوي صفر باشد.شود، بنابراين بايد مجموع نيرچون نيروي محوري خارجي بر جسم اعمال نمي )1

)1  (  
x

x
dF
dA

x xdF dA
 

      ي محوري المانيهانيروxF    نيروهاي محوري خارجي  
  ر صفر باشد.هاي برشي)، برابشود، بنابراين بايد مجموع نيروهاي برشي داخلي (تنشچون نيروي برشي خارجي (بارگذاري عرضي) بر جسم اعمال نمي )2

)2  (  
y

xy
dF
dA

y y xyF F dA
 

           

)3  (  
z

xz
dF
dA

z z xzF dF dA
 

           

  اي باشند كه لنگر مذكور را خنثي نمايند.نيروهاي الماني داخلي بايد به گونه، باشدمي zچون تنها لنگر خارجي وارد بر جسم، حول محور عرضي  )3

)4  (  
x

x
dF
dA

y x xM zdF z dA
 

           
  باشند. چرا كه با اين محور متقاطع مي ،كنندتوليد لنگر يا ممان نمي yحول محور  xzو xyنش برشيت هايمؤلفه

y
xy

z
xz

dF
dA

x z y dF
dA

M ydF zdF
 

 
         

)5  (  xz xy xz xyy dA z dA (y z )dA             

)6 (  xy dA M  
x

x
dF
dA

z xM M ydF 
 

       
    

) نيـز ارضـاء شـده و    5برابر صفر باشند. بنابراين رابطـه (  xzو xyتنش برشي هايمؤلفهباشند كه ) از مجموع روابط در صورتي برقرار مي3) و (2روابط (
  يابند.تقليل مي زيرطه بشش رابطه فوق به سه را

)7  (  xdA    

)8  (  xz dA    

)9  (  xy dA M    
) داراي اهميت بوده كه در 9) و (7) نيز برقرار خواهد بود، اما روابط (8كند، بنابراين رابطه (در صفحه تقارن جسم اثر مي Mبا توجه به آن كه كوپل خمشي 

 xتوان نحوه توزيع تنش) نمي9) و (7جا لازم به ذكر است كه تنها با استفاده از روابط استاتيك (در اينشود. رداخته ميدرباره آن پ يادامه به بحث بيشتر
هاي به وجود ير شكلها از لحاظ استاتيكي نامعين است و تنها با استفاده از تحليل تغيكه پخش واقعي تنشكرد، زيرا را در سطح مقطع داخلي جسم تعيين 

كه تحت لنگر خمشـي   است آمده در جسم قادر خواهيم بود به توزيع واقعي تنش دست يابيم. براي تحليل تغيير شكل، يك تير مستقيم در نظر گرفته شده
  باشد:مي زير مثبت مطابق شكل

 
 
 
 
 
  
  
 
  

 از طرفي در المان داريم



A B

C D

O

 قبل از اعمال لنگر خمشي



C

M
A B

D'


N

MM
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)xتحت فشار تيرهاي فوقاني در اين حالت لايه )   هاي تحتاني، تحت كششو لايهx( )   يك سطحي كه به موازات سطوح  گيرند. در تيرقرار مي
گفتـه   يا تار خنثي سطح خنثي، به اين سـطح،  در روي آن مقدار تنش برابر صفر باشد كهباشد وجود داشته بايد )، MNفوقاني و تحتاني تير است (سطح 

بـوده، بعـد از اعمـال بـار،      Lد. يعني اگر طول تير قبل از بارگذاري ماناعمال گشتاور، يكسان باقي مي، طول تار خنثي، قبل و بعد از به عبارت ديگر شود.مي
  خواهند بود. Lبرابر همچنان  ،باشدكه همان تار خنثي مي MNطول كمان

Aدر تير تحت خمش، مقاطع C  وB'D  مانند  يانقطهبر خلاف تير مستقيم موازي نبوده، بلكه امتدادشان يكديگر را درO د. به اين نقطـه  نكنقطع مي
 مبـدأ شـود. اكنـون مطـابق شـكل     ناميده مـي  شعاع انحناء ،نمايش داده شده مركز انحناء گفته شده و فاصله اين نقطه تا تار خنثي يا سطح خنثي كه با

  محاسبه نمود: زيربه صورت  توان مطابق شكل توسط زاويه مركزيرا مي MNشود. طول تار روي تار خنثي قرار داده مي دستگاه مختصات
 طول كمانMN  

منطبق است، بنابراين طول اين كمان با طول اوليه تير قبل از خمش  MNنثي بر كمان چون تار خ
Mاز تار خنثي تار yبرابر است. اكنون در يك فاصله  N  شود. طول ايـن تـار بـر    در نظر گرفته مي

M برابر است با:حسب زاويه مركزي N ( y)      طول كمان  
تـوان نتيجـه   بوده، بنـابراين مـي   برابرقبل از خمش  مانين در حالي است كه طول اوليه اين كا

  ناشي از خمش برابر است با: تارگرفت كه مقدار تغيير طول 
 M N MN ( y) y             

Mطول تار توان مقدار كرنش محوري دراز رابطه فوق مي N   به دست آورد: زيررا به صورت  

         x
y

  


                x
y y

L
 

       
 

    

Mچون تار N  ش، كرنش محوري (كرنش قائم) نسـبت بـه فاصـله    توان نتيجه گرفت كه در سرتاسر عضو تحت خممي ،يك تار طولي دلخواه از تير بودهy   
  باشد.توان انتظار داشت كه در بيشترين فاصله از تار خنثي، كرنش محوري داراي حداكثر مقدار كند. بنابراين مياز تار خنثي، به صورت خطي تغيير مي

)max (.قدرمطلق كرنش ماكزيمم است  

   max

C
 


                                       maxy Cmax

max
y   


  

C توان نتيجه گرفت:باشد. از تقسيم روابط فوق ميدر رابطه فوق بيانگر حداكثر فاصله سطوح فوقاني و تحتاني تير، از تار خنثي مي  

x max
y

C
                                                        x

max

y
C


  


  

هاي هندسي نوشته شده و مستقل از نـوع جـنس مـاده و محـدوده بارگـذاري اسـت، بنـابراين بـراي ناحيـه ارتجـاعي           روابط فوق چون براساس تغيير شكل
  د بود.ن(الاستيك) و ناحيه خميري (پلاستيك) صادق خواه

  توان نوشت:هاي ايجاد شده در محدوده ارتجاعي باشند، بنابراين قانون هوك برقرار است و مياي باشد كه تنشم به گونهاما اگر لنگر خمشي وارد بر جس

  x max
y

C


                 

x x x

max max max

y EyE E( )

CE E

           
     
 

  

كنـد. اكنـون بـه    با تغيير فاصله از تار خنثي به صورت خطي تغيير مـي توان نتيجه گرفت كه تنش ناشي از خمش در محدوده ارتجاعي، از رابطه فوق نيز مي
xdAرابطه استاتيكي   توان نوشت:مي ،گرديم. با توجه به اين كه (نحوه توزيع) تنش در سطح مقطع عرضي تعيين شدباز مي  

max
x max

ydA dA ydA ydA Q
C C

   
              

باشد. اين بـه معنـاي   نسبت به تار خنثي برابر صفر مي دهند،نشان مي Qكه آن را با  ل سطح مقطع (ممان استاتيك)،رابطه فوق بيانگر آن است كه ممان او
  كند.  آن است كه تار خنثي از مركز سطح مقطع عرضي جسم عبور مي

 گذرد.ثي از مركز سطح مقطع عرضي تير ميها در محدوده ارتجاعي هستند، محور خنبراي يك عضو تحت خمش خالص، تا زماني كه مقدار تنش  :1تذكر  

  تغيير طول كمان
 طول اوليه كمان

M B

D'



M y

x

y
y

N
N

O
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  توان ارتباط بين مقدار لنگر خمشي و تنش در هر نقطه از مقطع را تعيين نمود. اما از ديگر رابطه تعادل استاتيكي، مي

x max
y

C
x max

yy dA M y dA M
C


   

         

  بنابراين: آيند،بيرون مي ثابت بوده و از داخل انتگرال Cو  maxمقدار

  max y dA M
C


 2  

yاما حاصل انتگرال dA   :شودنوشته مي زير. بنابراين رابطه فوق به شكل ساده استبوده كه به ممان اينرسي يا گشتاور دوم سطح معروف نمايش داده شده  I اب 2

  max
MC

I
                                                              max I M

C


   

  يا

  x
My

I


                                                         x max

y
C


     

  ت. ي اسكششدهنده مقدار تنش در ناحيه نشان ،باشند ثبتداراي علامت م اگر روابط فوق
  توان شعاع انحناء در محدوده ارتجاعي يك تير تحت خمش را نيز تعيين نمود:با تركيب روابط فوق و قانون هوك مي

M

EI



1                                  max max

MC CE E
I

     


  

به مقدار عكس شعاع انحناء

  شود. تير گفته مي، انحناي 1

  نحوه توزيع تنش ناشي از خمش، ترسيم شده است.  زيرهاي اكنون براي درك بهتر در شكل
  

  
  
  
  
  
  
  

 
 
  
  

xدر رابطه
My

I
  ممان اينرسي ،I  حول محور عرضيz باشد، از طرفي تار خنثي از مركز سطح عبور نموده و بر محور ميz وان ت ـپس مي ،منطبق است

 نتيجه گرفت كه در خمش ساده اعضاء (خمش متقارن)، براي محاسبه تنش ناشي از خمش، بايد ممان اينرسي حول محور خنثي محاسبه گـردد. همچنـين  
  باشند. و تار خنثي بر هم منطبق مي Mدر اين حالت بردار كوپل 

  ايد ممان اينرسي حول تار خنثي محاسبه شود.براي محاسبه تنش ناشي از خمش، ب در محاسبات مربوط به خمش ساده اعضاء،
 :تـوان بـراي يـك سـطح     ممان اينرسي يا گشتاور دوم سطح يك كميت همواره مثبت بوده كه مي  يادآوري

  محاسبه نمود:  زيربه طريق  آن را Aدلخواه مانند 
zI y dA    zممان اينرسي حول محور 2

yI z dA   yممان اينرسي حول محور 2

  شود:زير تعريف ميكه به صورت  اينرسي وجود دارد ضربحاصلاما كميت ديگري نيز تحت عنوان 
   yzI yzdA  اينرسي حول محورهاي  ضربحاصلz,y  

  تواند مثبت، منفي و يا صفر شود. اينرسي مي ممان اين كميت برخلاف
  

y

zC

z dA

y

O



)تير تحت خمش خالص(  

N.A.تار خنثي 

2
max C

MC
( )

I
  

  )(نحوه توزيع تنش قائم ناشي از خمش

x 0 

2C

1C
z

x 0 

C
N.A.

y

)مقطع عرضي تير (  

M

2C

1C

M  

 تار خنثي
1

max T
MC

( )
I

 
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اينرسي حول محورهاي گذرنده از مركز سطح مانند  ضربحاصلرسي و اگر ممان اين  :2تذكرy  وz  محورهـا  مشخص باشد با استفاده از قضيه انتقال
  محاسبه نمود:  به ترتيب به صورت زير zو yمانند هاآنهاي موازي اينرسي را حول محور ضربحاصلتوان ممان اينرسي و مي

         
  
  

  
 اگر محورهاي مركزي   :3تذكرz  وy        حول محوري عمود بر صفحه دوران كنند، ممان اينرسي حول محورهـاي دوران يافتـه بـا تغييـر زاويـه دوران

  توسط روابط زير محاسبه نمود:  آن راتوان مقادير تغيير نموده كه مي
z y z y

z zy

z y z y
y zy

z y
z y zy

I I I I
I cos I sin

I I I I
I cos I sin

I I
I sin I cos





 

 
    


      




   


2 22 2

2 22 2

2 22

      

محورهايي در صفحه وجود داشته كه ممان اينرسي حول اين محورها داراي مقادير اكسترمم (ماكزيمم يا مينيمم) است. به اين  اي اصلي اينرسي: حورهم
اينرسي سطح مقطـع ايـن    ضربحاصلشود. محورهاي اصلي اينرسي داراي اين ويژگي منحصر به فرد هستند كه محورها، محورهاي اصلي اينرسي گفته مي

minI  توان نوشت: محورها مساوي صفر است. بنابراين مي yzيا ( y z maxI I , I (I    
  محاسبه نمود:   زيرتوان توسط روابط اما مقادير اكسترمم ممان اينرسي را مي

  z y z y
max,min yz

I I I I
I ( ) I

 
  2 2

2 2  

max(Iبه محوري كه ممان اينرسي حول آن داراي مقدار ماكزيمم از طرفي به محـوري كـه ممـان اينرسـي حـول آن داراي       ،محور قوي گفته شده ،است (
min(Iمقدار حداقل است محاسبه شده و نتـايج   قبلشود. ممان اينرسي براي سطوح ساده حول محورهاي اصلي با استفاده از روابط محور ضعيف گفته مي(

  باشد. اول خواص سطوح موجود ميآن در جد
 زيـر  توسـط رابطـه   z,yزاويه بين محورهاي اصلي اينرسـي و محورهـاي   از طرفي دهند. نمايش مي I2وI1ممان اينرسي حول محورهاي اصلي را معمولاً با

zy   شود: تعيين مي

z y

I
tg

I I
 



2
2  

هاي ممـان اينرسـي   براي آشنايي بيشتر با فرمول .شودآورده مي زيردر  ،كه در اين فصل پر كاربرد بوده براي چند سطحهاي اصلي ان اينرسي حول محورمم
  در انتهاي كتاب مراجعه نمود:  (B)ول پيوست اتوان به جدسطوح مختلف مي

  

                     z
bhI 

3

36  z
bhI 

3

12  

                     y
hbI 

3

48  y
hbI 

3

12  
  

  
  

  

             z
abI 


3

4   z yI I R  4
4  

             y
baI 


3

4  z yI I d
  4

64    
  

y

zC

h

b

C

y

zh

b

y
y

z

z
C




z z

y y

y z yz

I I Ad
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
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  
  
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  چهارمفصل 

  »برش«

  بارگذاري عرضي بر روي تيرها :)1رسنامه (د
  

  بارگذاري عرضي

اما اگر تحت اثر بارگذاري عرضـي قـرار    .آيندهاي عمودي به وجود ميدر صورتي كه تيري تحت اثر لنگر خمشي خالص باشد در مقطع عرضي تير تنها تنش
در اين تنش برشي در هـر نقطـه از تيـر در مقـاطع عرضـي تيـر و همچنـين         گيرد.رشي نيز قرار ميهاي بتنش تأثيرهاي عمودي، تحت گيرد علاوه بر تنش

  باشند.د كه از لحاظ عددي با يكديگر مساوي ميآيصفحات طولي تير به وجود مي
تحت لنگر خمشي خالص و بار ديگر  ريك با را تير متشكل از چندين الوار چوبي ،ر صفحات طولي كافي است مطابق شكل زيرش دربراي درك بهتر پديده ب

صـورت   الوارهـا بـه   ،هسـتند  تحـت بارگـذاري خمشـي خـالص     هـا تير كـه  شود در حالت (الف)كه مشاهده مي همان طور. دهيمقرار  Fتحت نيروي عرضي 
در انتهـاي الوارهـا مشـاهده     هـا آن باشد علاوه بر خمش يك لغزش بـين در حالي كه در حالت (ب) كه بارگذاري عرضي مي ،نداهاي هم مركز خم شدهكمان
  اين لغزش به دليل همان تنش برشي ايجاد شده در صفحات طولي است.  ،شودمي
  
  
  
  

  

  
  

m)تحت بارگذاري عرضي قرار گيرد در تـار  زيركه اگر تير مطابق شكل  در صفحات طولي آن است ياما دليل ايجاد تنش برش n)   فحه (ص ـ در صـفحه عرضـيyz( 
شود، اما طبق تعادل اسـتاتيكي المـان،   ايجاد مي مطابق شكل تنش برش ،به همين دليل در يك المان دلخواه از اين تار نيز .شودايجاد مي تنش برشي

xyيعنيمقدار تنش برشي ايجاد خواهد شد. ان نيز همان بر وجوه افقي الم ،اعمال شود يهرگاه بر وجوه قائم المان تنش برش yx   بنـابراين   باشـد، مـي
  هاي افقي تير را روي يكديگر بلغزاند. ايجاد شده و اين تنش تمايل دارد كه لايه توان نتيجه گرفت كه در صفحات افقي تير نيز همان تنش برشي مي

  
  
  
  
  
  
  

  
  
  

mmدر تير كافي است المان Vو نيروي برش  اما براي تعيين رابطه تنش برشي n n1 m. لنگر خمشي داخلـي در مقطـع   شودرسم مطابق شكل  dxبه طول  1 n1 1 
توزيع آن رسم شده اسـت.   زيرتنش قائم محوري در اين دو مقطع ايجاد شده كه در شكل  ،خمشي ثر لنگرباشد. در امي M + dMمساوي  mnو در مقطع  Mمساوي 

  باشد. مقادير تنش قائم در يك فاصله مشخص از تار خنثي در دو مقطع يكسان نمي ،به دليل متفاوت بودن مقادير لنگر خمشي در دو مقطع

zn

m

x
y

V

n

m
xy

yx yx

xy

هاي برشي برروي وجوه يكتنش
 المان دلخواه از تير

هاي برشي بر روي يك تنش
 مقطع برش خورده از تير

yx

xyxy

yx

 ارتير متشكل از چند الو (الف) بارگذاري خمشي خالص
M

 (ب) بارگذاري عرضي

 

F
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M Fx
M dM F(x dx)


  

  
  

  
PPدر نظر گرفتـه شـود و بـراي مقطـع     PP1از تار خنثي يك تار مانند y1ال اگر در فاصله به عنوان مث n n1    ،نوشـته شـود   xمعادلـه تعـادل در راسـتاي     1

Pو Pnهاي قائم اعمال شده به وجوه متفاوت بودن تنش به دليل PP1توان نتيجه گرفت كه در روي تارمي n1   وجود خواهد داشت.  ي، تنش برش1

x( ) P:  تنش قائم ايجاد شده بر وجه1 n1   Mناشي از لنگر  1
x( ) Mناشي از لنگر Pn:  تنش قائم ايجاد شده بر وجه2 dM  

  
x  توان نوشت: مي آنگاه ،عرض مقطع تير باشد tاگر  xtdx ( ) dA ( ) dA       2 1  

x                     از تار خنثي مساوي است با:  yاما تنش در هر نقطه از تير به فاصله 
My
I


   

M)  بنابراين:  dM)y My dM dMQ dM Qtdx dA dA tdx ydA tdx
I I I I dx It

  
                

dMاز طرفي
dx

  :آيدمي به دستزير  يهنيروي برشي از رابط بر حسبتنش برشي  يهرابط ، بنابرايندر آن نقطه از تير است Vدر هر نقطه از تير مساوي نيروي برش  

VQ

It
   

  آيد:مي به دست زير ممان استاتيك يا گشتاور اول سطح بوده كه مقدار آن از رابطه Qكه در آن 
Q ydA Ay   

  
  

  
  
  

بوده كه در  مورد نظرتنش برشي در مقطع  باشد.در يك مقطع دلخواه از تير مي Vرا در نظر بگيريد كه تحت نيروي برشي فوقبه عنوان مثال تير شكل 
Q)باشد.(سطح هاشور خورده) حول تار خنثي مي مورد نظر يهگشتاور اول سطح بالاي نقط Qآن،  A.y)  وI  سـطح مقطـع عرضـي    كـل  ممان اينرسي

  باشد.مي مورد نظرقطع در نقطه عرض سطح م tحول تار افقي گذرنده از مركز سطح (تار خنثي) بوده و 

 :آمده از رابطه به دستدايره توزيع تنش در تيرهايي با مقاطع مثلث يا نيم توجهVQ

It
  اي مقدار . البته در مقاطع دايرهباشدداراي دقت بالايي نمي

  تنش برشي در روي تار خنثي داراي دقت قابل قبولي است.
تـار   . بنـابراين در ايـن حالـت   باشدمييكي از محورهاي اصلي مركزي  ) منطبق برانند بحث خمش خالصهم(تار خنثي  ،فوق شكلدر  ت كهر اسلازم به ذك

  . كه بر نيروي برشي عمود است بودهمحور اصلي مركزي ، خنثي
و تنش برشي ناشي  هرا در امتداد محورهاي اصلي تجزيه نموداما در صورتي كه، نيروي برش در امتداد محورهاي اصلي مركزي نباشد، بايد ابتدا نيروي برش 

  محاسبه نمود. را نيروي برشي  هايمؤلفهاز 
 ند.كيرا نيرويي بر آن سطوح اثر نميدر سطوح بالايي و پاييني تير تنش برشي صفر است. ز :1تذكر  

ل روبـرو در نظـر   به عنوان مثال در تير نشان داده شده يك المان از سطح فوقاني تيـر مطـابق شـك   
گونـه تنشـي نيسـت،    شود، وجه فوقاني المان مربوط به سطح آزاد تير بوده كه تحت هيچگرفته مي

بنابراين در روي اين وجه    كه قبلاً اشاره شد تـنش برشـي روي وجـه     همان طورباشد و مي
دار خواهد بود. بنابراين روي چهـار وجـه   افقي هر مقدار باشد روي وجه عمودي المان نيز همان مق

)اين المان تنش برشي صفر است.  )    

 

V

0 

0 

  
  

x 2( )

n 1n

x 1( )
1PP 

M

dx

M dM

m 1m

1y N.A.

n 1n

P 1P

m 1m

1n
n

dx x

F
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y 
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 برآيند تنش برشي :2تذكر  در يك طولx  مساوي نيروي افقي از تيرH آورد: به دستزير گيري را با انتگرال توان آنبوده كه مي   
  

x VQ VQH dA tdx x
It I

       
  

  
  آيد:مي به دستزير  يهآمده در تير ناشي از بارگذاري عرضي از رابط به وجودطولي  يمقدار نيروي برشبنابراين 

VQ
H x

I
  

x باشد كه نيروي برشي افقي طولي از تير ميH .بر آن اثر نموده است  
هـاي طـولي تيـر    اين جريان برش بين لايـه  آيد.مي به دست qواحد طول يا جريان برش  ي، نيروي برشاز تير xيروي برشي افقي بر طول از حاصل تقسيم ن

     آيد. وجود داشته و از تقسيم آن بر عرض سطح مقطع تير تنش برشي به وجود مي
VQ

q
I

  

 :بايـد دقـت   برشي در هر نقطه آن  تنش اثر نيروي برشي قرار گيرد، تحت اثر كوپل پيچشي نيز باشد براي محاسبهاگر تيري علاوه بر آنكه تحت  توجه
  .لازم به عمل آورده شود

هـا، از  الجهـت بـودن تـنش   جهت بودند با هم جمع شده و در صورت مختلفها همدر صورتي كه تنش
قـرار   Tو لنگر پيچشي  Vاثر نيروي برشي تحت  روبرويكديگر كاسته شوند. به عنوان مثال تير شكل 

بوده و مقادير تنش برشي در هر يك  روبروها به صورت نش ناشي از اين بارگذاريتگرفته است. توزيع 
  محاسبه نمود: زيرتوان توسط روابط را مي Dو  Cو  Bو  A هاياز المان

  
    )جهت تنش برشيA

TR TR
(

J J
     تنش برشي در المان :A  

    B
VQ TR

( )
It J

    تنش برشي در المان :B  

  C
TR TR

( )
J J

      تنش برشي در المان :C  

D
VQ TR

( )
It J

     تنش برشي در المان :D  
  

  
  
  
  

 برشي در نقطهتنش قائم و  روبرودر تير بارگذاري شده شكل  :1مثال C مساوي 
  باشد؟ چه مقداري مي

  
  

  
 :گاه متري از تكيه 1ابتدا در فاصله  پاسخA نوشـتن معـادلات تعـادل     سپس با ،برش زده

  شود. آورده مي به دست Cدر مقطع  يو گشتاور خمش ينيروي برش
y CF V N               4 2 1 2  

C CM M N.m                 14 1 2 1 32  1m
yA 4000N CV

N
q 2000

m


CM

V

T

A

B D

C

V

x

x

x2
H

x1

N
q 2000

m


C
2cm

1m 3m BA
3cm

6cm

0 

VQ

It
 

0 

V

A

B D

C



A

B D

C

بارگذاري  توزيع تنش برشي

بارگذاري
T

TR

J
 

TR

J
 

TR

J
 

TR

J
 
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  از  نوع فشاري بوده و مساوي است با:  Cدر نقطه  خنثي و از جمله در بالاي تار تنش قائم و اما

C
C C

My ( N.mm) mm / MPa
I mm

    

 

 
       

 

3

3 4
3 1 1 55 51 3 612

  

  مساوي است با:  Cو اما تنش برشي در نقطه 

  C C
C

V Q N (Ay) ( ) / MPa
It ( mm ) mm ( )

        

     

   
    

     3 4 3
2 2 2 3 2 1 481 13 6 3 3 6 312 12

  

تـار   ازمركـز سـطح هاشـور خـورده      در فاصـله بـين   سپسو  شودمحاسبه  Cبايد مساحت سطح بالاي نقطه  Qدر رابطه فوق براي محاسبه ممان استاتيك 
)خنثي cm)2 .ضرب شود  

تـر بـوده و بنـابراين در برخـي از     و بحرانـي  تربزرگتوان دريافت كه مقدار تنش قائم به مراتب مي Cو تنش قائم در نقطه  يبا مقايسه بين مقادير تنش برش
  شود. مي نظرصرفبات از مقدار تنش برشي ن محاسمحاسبات مربوط به تيرها به منظور ساده كرد

 

 در مقطع جدار نازك نشان داده شده يك ممان خمشي  :2مثالbM  و يك نيروي برشيV برشي در  كنند. تنشدر جهات نشان داده شده عمل مي
              چقدر است؟ yدر امتداد محور  bو  aنقاط 

1(V
r t

 
 2
8  

2(V
r t

 
 2
4  

3(V
r t

 
 2
2  

4(   
 :بر مقدار تـنش برشـي در نقـاط     تأثيريبوده و ائم تنش ق ،آمده ناشي از لنگر خمشي به وجودتنش   »4«گزينه   پاسخa  وb  .ش از طرفـي تـن   نـدارد

Qچـون  ،ناشي از نيـروي برشـي مسـاوي صـفر اسـت      bو  aآمده در نقاط  به وجودبرشي   )a  وb  بـالا و پـايين سـطح مقطـع قـرار دارنـد).      نقـاط  در   
  لنگر خمشي است) در امتدادتار خنثي عمود بر نيروي برشي و در اين مسئله (

 

 به مقطع نشان داده شده در شكل با تيريماكزيمم مقدار تنش برشي متعامد در   :3مثال zzI mm  6 29 موجود  نيروي برشي صورتي كهدر  1
  است؟  MPaباشد چند kN15در مقطع

1(4  
2 (45   
3(8  
4(9  

  
 

 :در مقطع   »2«گزينه   پاسخI ضخامت مقطع در روي تار خنثي حداقل بوده، از طرفي ممان استاتيك ،Q  سطح بالاي تار خنثي نيز حداكثر مقدارش

Qرا خواهد داشت. بنابراين نسبت
t

بنابراين بايـد در رابطـه    .شودميدر روي تار خنثي ماكزيمم  نيز تنش برشي  كثر بوده و در نتيجهدر روي تار خنثي حدا 
    مستطيل است را محاسبه نمود.دو سطح بالاي تار خنثي كه شامل  Qتنش برشي 

max
V(A y A y )VQ

It It


   1 1 2 2  

                   max
VQ ( )( ) MPa
It

         
  

     
   

 

3
6

15 1 1 1 5 1 2 11 45
9 1 1
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 اي همزمان تحت نيروي عرضي قائم وانهاي استميله   :4مثالP  و كوپل پيچشيT طول ميله  .قرار داردL  و شعاع آنa باشد.تنش برشي ماكزيمم مي
  آوريد.   به دستو كوپل پيچشي در اين ميله را  يحاصل از نيروي برش

1 (max
P
a

 
 2

4
3                           2 (max

T
a

 
 3
2  

3 (max
TP
aa

    
  2

1 2               4 (max
P T

aa
    
  2

1 4 2
3  

 :تنش برشي در نقطه  »4«گزينه   پاسخ A و لنگر پيچشـي اسـت كـه      يمساوي تنش برشي ناشي از نيروي برش
نقطه ماكزيمم است و طبـق   بنابراين تنش برشي در اين شوند.جهت بوده و با هم جمع ميهم Aاين دو تنش در نقطه 

  آورد.  به دستتوان مقدار آن را اصل جمع آثار مي

           A )  A)ناشي از بارگذاري برشيتنش برشي   2 ) maxناشي از بارگذاري پيچشيتنش برشي  1 (    

A
TR Ta T( ) ( )
J aa

   
 

1 34
2 1

2

  

A
VQ( )
It

 2  

  بايد سطح بالاي تار خنثي هاشور خورده و ممان استاتيك آن حول تار خنثي نوشته شود.  Aدر نقطه  Qبراي محاسبه 
a aQ Ay a

   


2 34 2
2 3 3  

tاي در روي تار خنثي برابر قطر دايره است(ضخامت مقطع دايره a 2 (A

V a
( )

a a


  




3

2 4

2
3

24

  

A
V P( ) ( )

Aa
   


2 2

4 4 23 3  

max
T P T( ),( ) ( P)

aa a a
     

  3 2 2
2 4 1 2 41 2 3 3  

 
 يك مقطع از يك تير كه تحت اثر نيروي برشي  :5مثالV باشد. چنانچـه سـطح   ك لوله ميبه شكل مدور و توخالي نظير مقطع ي ،قرار گرفته است

    باشد، ماكزيمم تنش برشي مقطع فوق برابر است با: Aتحمل تنش برشي مقطع برابر

1(V
A

  2(V
A

4
3  3(V

A
3
2  4(V

A
2  

 :طبق توضيحات متن درس، تنش برشي ماكزيمم در لوله جـدار نـازك در روي تـار خنثـي       »4«گزينه   پاسخ
     باشد.در روي تار خنثي حداكثر مي Qچرا كه بوده 

    max
VQ RQ Ay Rt R t
It

      


22 2         
  كتاب استخراج نمود. Bپيوست  توان از جداول خواص سطوح موجود دردر رابطه فوق را مي yفاصله 

قـرار داده   t، ضـخامت مقطـع   dRگيري كرده و سپس به جاي توان از ممان اينرسي مقطع دايره توپر ديفرانسيلبراي محاسبه ممان اينرسي مقطع لوله مي
  شود كه نتيجه ساده شده آن برابر است با:

  I) d( R ) R dR R t
    4 3 3

Iدايره 4 d( حلقه  

   max
V R t V V V V

Rt AR t t ( Rt) A


     

  

2
3
2 2

1 12 22 2

I R t  3 حلقه  
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A 1( )
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